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DEUXifiME PARTIE. 

LE PROBLfeME DE DIRICHLET ET LES FOxNCTIONS HAR.MONIQUES FONDAMENTALES 

ATTACllfiES A UNE SURFACE FERMfiE. 



I. — £nonc6. — Preliminaires. — Definition des fonctions harmoniques 
fondamentales. — Un probl^me auxiliaire. — Approximations succes- 
sives. 

34. Parmi les equations de Tequilibre thermique, distinguons spe- 
cialement Y equation de Laplace : 

AU=:o. 

On sail qu'une fonction \]{x,y^z) est dite harmonique qnand elle 
remplit les conditions de continuite fondamentales et qu'elle verifie 
['equation de Laplace. 



( » ) Fair V Sc^ric, Tome XIV (iSy;), p. 379 a 4G5. 
Ann. de l*tc, Normalc. 3* Serie. Tome XV. — Ja:ivier 189H. 9. 
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Soil S une surface fermee, qui peut se composer de plusieurs nappes 
entieroment separees. Cette surface delimite un domainc interieurl 
et un domaine exterieurT . Le premier est limitedans toutesses dimen- 
sions, le second s'etend jusqu'.a Tinfini. Enfin, de ces deux domaines, 
Tun seulement sera d'ordinaire suppose connexe, T par exemple. 

Le probleme interieur de Dirichlet consiste a construire une fonc- 
tion qui soit harmonique dans T et qui prenne sur S dcs valeurs <t> 
donnees d'avance. Ce probleme est entierement determine. 

Le probleme exterieur de Diricblet consiste a construire une fonc- 
tion qui soit harmonique dans T' et qui prenne sur S des valeurs $ 
donnees d'avance. Ce probleme n'est bien determine que si Ton con- 
nait, a priori^ Tallure de la fonction inconnue a Tinfini : on impose 
generalement a cette fonction la condition de se comporter a Tinfini 
comme un potentiel newlonien. 

Cela pose, Temploi de la methode du balayage a mis hors de doute 
V existence A' \M\Q solution du probleme de Dirichlet interieur dans le 
cas le plus general. La meme methode permettrait aussi d'etablir 
cette existence pour le probleme de Dirichlet exterieur. Mais il est 
plus simple de recourir alors au procede bien connu du a Lord Kelvin 
et de ramener ainsi, par une inversion, le probleme exterieur au pro- 
bleme interieur. Quoi qu'il en soit, nous pouvons enoncer le prin- 
cipe suivant : II existe une fonction ^ et une seule^ separement harmo- 
nique dans T et dans T', continue dans tout Vespace et mime a la tra- 
versee de S , prenant enfin sur cette surface des valeurs $ donnees d'avance 
etsannulanta Vinfinia la fuQon d'un potentiel newtonien . 

Si Texistence d'une solution du probleme de Dirichlet est certaine, 
la forme analytique de cette solution reste inconnue. Or il serait 
vraiment insuffisant de se borner, dans une question si importante, a 
un simple theoreme d'existence. Je me suis done propose de voir si, 
le principe de Dirichlet etant suppose etabli, il ne deviendrait pas 
possible d'obtenir, aposteriori, I'expression de la fonction harmonique 
qui prend sur S les valeurs $, par une serie de fonctions harmoniques 
simples, d'apres le procede constamment employe en Physique mathe- 
matique. On I'avait deja fait dans quelques cas particuliers, tels que 
ceux de la sphere et de Tellipsoide, traites respectivement par Laplace 
et par Lame. Mon but actuel est de generaliser ces resultats classiques. 
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Le principe de la methode que je vais developper est expose dans 
un Memoire de M. Poincare, Sur les equations de la Physique (*). J'ai 
du modifier plusieurs details, et je me suis inspire, pourcela, d'un 
Memoire du meme auteur, paru tout dernierement dans le journal de 
M. Jordan (^). Enfin, je me suis aussi servi d'un troisieme Memoire 
de M. Poincare, contenu dans les Ada pour 1896 (') : j'y ai pris quel- 
ques resultats, que j'ai generalises un peu; mais surtoutje me suis 
attache a resoudre les problemes qui y sont proposes vers la fin et qui 
se rapporlent a la celebre Methode de Neumann, 

35. Voici les hypotheses que nous ferons. La surface S ^aura, en 
chacun de ses points, un plan tangent unique et deux rayons de cour- 
bure principaux bien determines. Pour simplifier, bien que Ton puisse 
se placer dans des circonstances un peu plus generales, nous suppo- 
serons meme que la fronliere S, commune aux domaines Tet T', est 
composee d*un nombre fini de surfaces fermees, nayant chacune 
quune seule nappe analytique regutiere. Tel est le cas oil S est formeo 
d'une grande sphere, puis d'un ellipsoide et d'un tore exterieurs Tun 
a Tautre et interieurs a la sphere. On voit par la que notre hypothese 
n'a rien de trop restrictif. 

Quant a la fonction peripherique donnee $, nous admettrons, sauf 
avis contraire, qu'elle a des derivees continues de tons les ordres par 
rapport aux deux coordonnees w et ^ qui fixent la position d'un point 
sur S. 

Ces diverses hypotheses ne seront pas toujours indispensables a la 
rigueur des raisonnements. Mais je les fais, en general, dans un but 
d'abreviation. 

Nous aurons a considerer des fonctions W definies et continues en 
tout point (07, J, z) de T et en tout point {x\y, z') de T'; s'il est ne- 
cessaire de distinguer les valeurs de la fonction en (^, y, z) et en 



(*) H. Poincare, Sur tes Equations de la Physique mathimatique (Rendiconti del 
Circolo matematico di Pnlermo; 1894). 

(') H. Poincare, Sur I'iquilibre et les mouvements des mers {Journal de mathema- 
tiques; 1896). 

(') H. Poincare, Sur la methode de Neumann et le probl^me de Dirichlet {Acta ma- 
thematica; 1896). 
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(x\ y\ s'), nous les designerons respectivement par W et W, la 

lettre W signifiant aussi, a Toccasion, la fonction lotale envisagee 

comme definie dans tout I'espace. Lorsque Ic point {x.y^z) tendra 

vers un point de S en restant interieur a S, W aura une limile V. De 

meme, lorsque le point {x\y\ z') tendra vers le meme point de S 

en restant exterieur a S, W aura une limite V. La lettre V represen- 

tera aussi la valeur de W au point considere de S. Pareillement, nous 

appellerons 

d\ d\' 

dill dfle 

les derivees de W et de W prises en un point de S suivant la direc- 
tion de la normale vers Tinterieur pour W et vers Texterieur pour W. 
Enfin, nous poserons 

dx := dx dy dz^ 
dr' = dx' dy dz\ 

et (h sera un elenient de S. 

Nos notations etant ainsi expliquees, rappelons encore les princi- 
pales proprietes du potentiel newtonien d'une surface attirante. 

Soil (JL une fonction continue des coordonnees {u,v) du centre de 
gravite de r/a. Soit rla distance du point {u^v) au point courant. La 
fonction 









est harmonique dans T et dans T'. EUe est holomorphe en tout point 
de I'espace, sauf sur S. Enfin, posons 






p'«=j;'»-f-/'-h 

Les produits 

,„, ,.dW' „dW' „(JW' 

tendent vers des limites finies lorsque p' augmente indefininient. 
Tout cela suppose seulement la fonction (jl continue. 

Si, en outre, la surface S est reguliere en chaque point, la fonction 
potentielle W reste finie et continue, meme a la traversee de S, en 
sorte qu'on pent ecrire 
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Quant aux derivees 

dW dW' 

dfii drie 

ellos sont continues par rapport aux variables (u, {^), mais on a 

flfV d\' _ 

dni drie 

J'ajoute enfin que, si fx a des derivees des deux premiers ordres par 
rapport a w et ^, les derivees des deux premiers ordres de W restent 
finies et continues lorsque le point courant vient se placer sur S. Les 
derivees premieres, suivant des directions tangentes a S, sont meme 
continues a la traversee de S; les derivees secondes, au contraire, su- 
bissent alors un saut brusque. 

Ecrivons 

2/dW\« fdVfV /dwy /^w\* 

2d\dx' ) ~'\da:' ) '^\dy ) "^ V dz' 

II resulte de ce qui precede que, dans les conditions ou nous nous 
sonimes places, les integralcs 

ont chacune un sens (*). 

Je termine en rappelant Tinegalite de Scliwarz 



( f AAdrXK f f]dT f f\dT, 



qui a ete etablie au n° 12 et dont nous ferons un frequent usage. 

36. Je me propose maintenant de definir les fonctions harmoniques 
fondamenlales altachees a la surface S. Avant d'entreprendre unc 
demonstration rigourcuse de I'existence de ces fonctions, il ne sera 



(*) Sur les propri6l68 du potenliel newtonien, consuller : H. Poincare. T/idorie du 
potent iel newtonien. Paris, Carr6; 1897. 
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pas inutile de montrer comment Temploi du calcul des variations per- 
met de prevoir les resultats que nous obtiendrons dans la suite. 

Soit W le potentiel newtonien d'une simple couche portee par S. 
Posons 

et 



I 

On voit que Ton pent ecrire 












Cela pose, considerons le rapport 



I 

Ce rapport est toujours positif. II a done une limite inferieure. Envi- 
sageons, parmi tons les potentiels W, ceux pour lesquels on a 

1 = 1, 

et admettons que Tun d'eux fasse effectivement prendre a J -f- J' sa 
valeur minimum. Soit W, ce potentiel. 

Si Ton applique les principes du calcul des variations, on trouve 
qu'il existe une constante ^, telle que Ton ait 

^-h^-+-? V =0 

dfli dfle * * 

avec 

J, et J', designant ce que deviennent J et J' quand on remplace W par W, . 
II est a remarquer que la constante $, est positive et non nulle; en 
effet, J, -+- }\ ne pourrait s'annuler que si W, etait constant, ce qui en- 
trainerait W, = o dans tout Tespace, puisque cette egalite a lieu a 
rinfmi, et ce qui serait par consequent contraire a Thypothese 

La premiere fonction fondamentale est ainsi definie : c'est W,. 
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Considerons maintenant les potentiels W qui verifient les relations 
suivantes : 






Soit Wj cclui d'entre eux qui fait prendre a J -h J' sa nouvelle valeur 
mininiuin. L'emploi du ealcul des variations conduit cette fois a I'ega- 
lite 

L et X etant certaines constantes. On a en outre 



C\\drj=z\, fy.y^dfj-o. 



(S) *^(Sl 



Multiplions les deux membres de I'equation precedente par V,r/a et 
integrons. II vient 

Tv, ^dt7-\- f\,^dt7-^-\^f V, V, ^(7 -h X r v; ^(7 = o. 

La formule de Green, ici applicable meme pour le domaine infini T, 
nous donne, les fonctions W, et W^ etant harmoniques, 

Xv.(£-S)-=X:-(S-S)-=-.Xv.v...^o. 

a cause de la relation a laquelle satisfait V, sur S. 
D'autre part 

f\,\,d(J = 0, f\\d(J=l, 

d'oii 

X = o. 



Ainsi Ton a 



rfV, . rfv; 



+ 47^+?.V,= 0. 



drii drig 

On trouve encore 

5, = J,4-J;, 



et il est bien clair que $a ne pent pas etre inferieur a ;, 



l6 t]). LE ROY. 

On peut continuer de la sorte indefiniment : les calculs et les con- 
clusions sont toujours les memes. 

Finalement, on voit que Ton peut construire une infinite de con- 
stantes positives qui ne vont pas en decroissant : 

''i> ^i> ^j» • • • > Kpj • • • 9 

auxquelles correspondent des potentiels newtoniens, dus a de simples 
couches rcpandues sur S : 

Wj, Wj, Wj, ...> ▼V^, •••> 

verifiant les relations 

rv;,^cr=ri, 



(S) 



Ce sont les fonctions W^ que j'appelle /o/ic//o/i5 harmoniques fonda- 
mentales attachees a la surface S. 

Voyons maintenant a quoi peuvent servir les fonctions fondamen- 
tales. 

De nombreuses analogies portent a penser qu'une fonction arbi- 
traire $ definie sur S peut toujours etre developpee en seric de la 
forme 

Si Ton admet la possibility de ce developpement, le calcul des coeffi- 
cients kp est facile. Multiplions en effet par V^ les deux membres de 
Tegalite precedente et integrons. En tenant compte des relations 



f\ld<J=:l, fVpV^d(J = 0, 



(S) «^(S) 

et en supposant la serie uniformement convergente, on trouve imme- 
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diatement 

Posons alors 

La nou{^elle serie sera encore uniformement convergente et elle aura pour 
somme lafonction harmonique quiprend sur S les valeurs $. 

On aura ainsi resolu du meme coup les problemes de Dirichlet in- 
terieur et exierieur. La solution se presentera sous la forme d'un po- 
tentiel newtonien de simple coucbe. 

I/aperQU qui precede n'offre aucune rigueur. Tout au plus peut-il 
mettre sur la voie d'une demonstration. Nous allons done reprendre 
toute la question. 

37. La demonstration rigoureuse de Texistence des fonctions fonda- 
mentales exige la resolution prealable d'un probleme auxiliaire dont 
voici Tenonce : 

Cherchons une fonction W harmonique dans T et dans T', continue 
dans tout Tespace, se comportant a I'infini comme un potentiel new- 
tonien, verifiant enfin en tout point de S la relation 

dW d\' ^ 

a Hi dUg 

On a 



= — - / - drjy 



W 

..'. IT 1 

IS) 



et Tunique solution possible de notre probleme se presente done sous 
la forme d'un potentiel de simple couche. 

Ce qui precede suppose seulement la surface S reguliere et la fonc- 
tion $ continue. 

L'expression 

est une fonction de {x^y^ z) finie et continue dans tout Tespace. On 
pent done assigner un nombre positif ^ ne dependant que de la confi- 

Ann. de Tic, Kormale, 3* S^rie. Tome XV. — Janvier 1898. 3 
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guration de la surface S ou de ses dimensions et tel que Ton ait 

pour tons les systemes de valeurs possibles de (x,y,z). Si Ton a 
alors 

OL etant une constante positive, il vient 

Cette inegalite va jouer un role essentiel dans nos raisonnements. 

38. Proposons-nous de construire une fonclion W harmonique 
dans T et dans T', continue menie a la traversee de S, ayant a Tinfini 
Failure d'un potentiel newtonien et verifiant en tout point de S la rela- 
tion suivante : 

ou 5 represente une constante arbitraire et $ une fonction donnee des 
variables (u, {^). 

Considerons la fonction W comme une fonction de 5 et posons 

On ne confondra pas les fonctions W^ actueiles avec les fonctions 
fondamentales. 

Chaque fonction W^ sera harmonique dans T el dans T', s'annulera 
a rintini, enfin restera continue, meme a la traversee de S. On a 

sur S et, de meme, 

dW dWo ^d\, ,,c?V, ^^dVp 

dni drii ^ drii ^ d/ii ' ' "* dni 



dn^ d/ie d/ie dfie dn 



• 9 



^Vo rfv; 
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d'oii 

4- Vo =0, 
4-V, =0, 



dfii dug 
dW, d\\ 



dfli dne 
d\\ dW'^ 



drii dn 






drii dn 



II est facile (n** 37) de calculer de proche en proche les fonctions W^ : 

Tout cela suppose seulement la surface S reguliere et la fonction ini- 
tiate $ continue. 

En appliquant Tinegalite du n® 37, on trouve facilement 

|Wo|<a^, |W,|<a^S |W.|<a^-3, ..., \\\ ,\<0LgP^^, .... 

On voit par la que la serie 



llpVf 



p 



est absolument et uniformement convergente dans tout Tespace, pourvu 
que Ton ait 

l£l<i- 

Supposons cette condition remplie. 

Dans ce cas, posons 

W — l^pWp. 

La fonction W est harmonique dans T et dans T', en vertu du theoreme 
de Harnack. De plus, elle reste continue, meme a la traversee de S. 
On pent former I'integrale 
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La difference bien determinee 






peut s'ecrire 



W.+ |W, 



^/«\V„ L f'. 

4irJ,s, 



*+^V„-^... + ^«V„_, 



dv 



4 It J, a 



?''*'V„4-... 



rfo". 



(S) 



/• 



iVIais on a 



Wo4-$W, 






a. ^gv, + ...^^>.v„_, ^^^ 



en vertu de la definition dcs fonctions W^ successives. 

D'autre part, on peut choisir n assez grand, vu la convergence ab- 
solue et uniforme de la serie etudiee, pour que Ton ait, quels que 
soient {x,y, z) : 

e etant aussi petit que Ton veut. Cela entraine 



4 






^'•+'V„ + ... 



d(7 



y 26 26 



3"' 



d'oii 






*4-?V 



d<T-W 



<e. 



Mais, dans cetle inegalite, le premier menobre est determine et le 
second arbitraire. Done 



W = 






cid. 



Ainsi W est le potentiel newtonien d*une simple couche portee par S. 
La simple continuitc de $ -f- ^ V entraine la relation 



drii drig 

d'apres les proprietes precedemment rappelees des potentiels newto- 
niens de surface attirante. 
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Done, pour les valeurs de $ telles que \l\ soit inferieur a -> le pro- 
bleme que nous nous sommes propose est resolu. 

39. Supposons ^ reel et negatif. Une methode de prolongement 
analytique va nous permettre alors de resoudre notre probleme pour 
toute valeur de ^. 

Soit en eflet ^0 un nombre negatif tel que 

Posons 

et developpons W suivant les puissances de y) 

W == Wo-4- Y) W, -h Y)*W,4- . . . -+- YI" W„4-. . . . 



II vient 



dVo . dV', 



dtii drie 

d\y d\\ 



dfii drif 






d\ dV 



dfii dn 



Nous Savons faire ces approximations puisque |^ol ^st inferieur 

. I 
a -• 

g 
Un lemme nous est ici necessaire. Comparons les deux potentiels de 

simple couche W et U pour lesquels on a 

d\ dW ,.. „, 

d\} d\}' ^ 



dtii drie 

avee 

On a d'abord 

U>o. 
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Posons maintenant 



II vient 



Or 



T=u-w, e-v-hW. 



Je dis que, dans ces conditions, ni t ni G ne peuvent avoir de mini- 
mum negatif. En effet, il ne pent en exister a Tinfini, puisque t et G y 
sont nuls. II ne pent en exister non plus dans T ni dans T', puisque t 
et G y sont harmoniques. II ne pent en exister enfin sur S, car cela 
impliquerait 

i^r<^' £=°' ^^>«' -?">«' P-'^>«' 

§lo, §lo, l9>o, -iV>o, P-hW>o, 

ce qui est impossible. Done 

T>o, 9>o 

et, par consequent, 

|W|<U<(3^, 

en tout point de I'espace. 

Cette inegalite nous permet d'assigner des limites superieures aux 
modules des fonctions W^. 

On a 

|Wo|<«^, |WJ<a-S ..., \yfp\<o^gp^\ 
Done la serie 

est absolument et uniformement convergente si 

hl<-- 

On verrait d'ailleurs, dans ce cas comme plus haut, que la somme W 
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de notre serie est un potentiel de simple couche verifiant la relation 

sur S. 

Notre probleme est ainsi resolu pour 



c'est-a-dire pour 



g g 



o<-i<\ 



En continuant de la sorte, on arriverait, apres un nombre limite 
d'operations, aux conditions 

y ^ 

o< — ^<-, 

n etant un entier positif quelconque. 

Finalement, notre probleme auxiliaire est resolu pour une valeur 
negative quelconque de \. Le procede suivi est exactement celui de la 
continuation analytique des fonctions. 

La solution obtenue est d'ailleurs la seule possible. S*il y en avait 
deux, en effet, leur difference serait un potentiel de simple couche W 
verifiant sur S I'equation 

diii diic 

On verrait alors, comme ci-dessus, que W ne pent avoir ni maximum 
positif ni minimum negatif et que cette fonction est, par suite, iden- 
tiquement nulle. 

Le theoreme que nous venons d'etablir est susceptible, comme le 
principe de Dirichlet qu'il imite, de diverses generalisations sur les- 
quelles je ne pense pas qu'il y ait lieu d'insister. Qu'il me suffise de 
signaler la possibilite de conslruire une simple couche, portee par S, 
dont le potentiel verifie la relation 

^ etant une fonction quelconque continue et croissante avec V. 
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Occupons-nous seulement desormais du cas oil la fonction (p est 
lineaire en V. Nous devons etudier ce qui arrive si ^ a un signe quel- 
conque; c*est de cette etude que resultera la demonstration de Texis- 
tence des fonctions fondamentales. 

II. — Emploi de certaines int^grales d^finies pour Etudier la convergence 
des approximations successives. — Quelques in^galit^s. — Th^ordme 
fondamental. 

40. Reprenons les approximations successives du n® 38, en suppo- 
sant cette fois que la fonction $ possede par rapport a a et (^ des deri- 
vees partielles continues des deux premiers ordres. On a 



dW, dW', 



dtii dtif 
d\, d\\ 



^ =o, 



drii dfie 
d\^ dV\ 



= o, 



d/ii dfig 



V, =o, 



dVp d\„ 



drii drig 



-4- Vp-i — o, 



Les derivees des deux premiers ordres de W© tendent vers des limites 
finies et continues quand le point courant vient se placer sur S, ces 
limites pouvant etre difTerentes suivant que le point courant tend vers 
un point de S par Tinterieur ou par Texterieur de S. En tons cas, il est 
certain que Vo a sur S des derivees continues par rapport a w et (?. On 
voit aisement de proche en proche que les memes conclusions sont 
vraies pour toutes les fonctions W^. 
Formons les integrales 






\n,q / VpVffC^O", 



"•"•'-^^ ^ dx dx "''' 






dx' dx' "' • 
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Les remarques precedentes, jointes a Temploi de la formule de Green, 
montrent que chacune de ces integrales a un sens precis. 
On a evidemment 

Cela pose, la definition des fonctions W^ permet d'ecrire, en appll- 
quant la formule de Green 

d'oii 

On conclut de la 

'/>,7 ^^- */>-!, 7-^-1 — - '^/J— 1,7-»-» ^= • • • =^ Ao,p4-7» 

f 

et cela nous donne le droit d'ecrire I'integrale Ipg avec un seul 
indice 1^,+^. 

D'autre part on a 

comme le montre une integration par parties. Done 

Jit>,7 + 1 -H •'p,7+i ^^ '^p-t-f 

On deduit encore de la que Ton pent ecrire ip^q-^i'p^^ avec un seul 
indice, au lieu de J/,,^-4- J'^^. 
On a evidemment 

Or 

*^P—- ^p-h\ -^ ^ p+19 

d'oii 

On tire de la 

Ainsi les integrales Ip et Jy,-f-J^ sont positives,* quelle que soit la 
parite de Tindice/?. 

^n/i. de i*Ec. Normaie. 3« Serie. Tome XV. — Janvibr 1898. 4 
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L'inegalite de Schwarz donne immediatement 



c'est-a-dire 



-j — < j > 



puisque les \p sont tous positifs. De meme 
ou bien 

*a/i "^ ^2p-l *2a>-4-I' 

Done 



Kn reunissant ces resultats, on trouve finalement 

M ^2 '3 '/>-4-1 

<^ »~ <^ l~ <^ ... <^ 1 ^^ .... 

Ces inegalites nous serviront continuellement. 

4 I. Supposons que Ton connaisse un noinbre positif H tel que 

T" ^a' 

quel que soit/>. 

On trouve immediatement alors 

M etant un nombre assignable qui ne depend pas de p, 
Cela etant, on a 

le point (^, J, s) etant venu en un pointMo de S. DeMo comme centre 
avee fx pour rayon, decrivons une sphere qui partage S en deux re- 
gions. Tune S| exterieure, I'autre Sa interieure a la sphere. On pent 
ecrire 



■N 



avcc 
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H,= -i. f "^d^, H,= ^ r ^^a. 



(S.) '^"'^(S,) 



Nous allons cliercher des limites superieures de | H, | et de | H2 1. 
L'inegalite de Schwarz donne d'abord 

A fortiori 









la lettre S designant ici I'aire totalc de la surface S. Finalement 

Voila un premier point. 

Appelons en general gp le maximum de \\p\- Considerons la fonc- 
tion 

le point (x,y,z) etant toujours en M^. II est manifeste qu'on peut 
assigner un nombre positif N ne dependant que de la configuration de 
la surface et tel que 

On a alors 



Voyons done que le nombre N existe. 

Menons le plan P tangent a S en M^, : par hypothese, cela est pos- 
sible, puisque S n'a aucune singularite, ni pointe, ni arete. On peut 
toujours supposer [x assez petit pour que la sphere, de centre Mo et de 
rayon (jl, ne coupe qu'une seule nappe de S, et cela quel que soit Mo- 
Cela etant, on peut encore prendre (x assez petit pour que, en tout 
point de la portion de S interieure a la sphere, le plan tangent a S 
avec le plan tangent en Mo fasse un angle inferieur a telle quantite 
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que Ton veut. Si a est cet angle, on a alors 

cosa > A-, 

k etant un nombre positif, valable pour toute position de M^, donne 
d'avance. Imaginons dans le plan P un systeme de coordonnees po- 
laires, M,, etant le pole, p le rayon vecteur, co Tangle polaire. On pent 
ecrire 

cosa 

d'ou 

- p dp d(Mi 

D'aulre part, en tout point de 83, on a 
d'oii 

do cfco 






li etant le cercle decoupe par la sphere sur le plan P. De la resulte 

Tinegalite 

\ r dfs I 

On pent done prendre 

ik 

et il est clair par la que N ne depend ni de M,, ni de Tindice /?, mais 
seulement de la surface S. 
On a done bien 

et cette inegalite, comme celle relative a |H, |, est valable pour toute 
position de M^. 

Cela pose, on a 

|V,|<|H,|4-|H,|, 

d'oii 
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c'est-a-dire 

Toutes les inegalites precedentes exigent que [x soil inferieur a une 
certaine limite, qu'il nous est d'ailleurs inutile de calculer. 
Jusqu'ici (x a ete laisse arbitraire. Prenons maintenant 

Cela n'est possible que si S est assez grand, mais cette restriction nc 
gene en rien, car nous n'aurons ulterieurement a donner a Sque de 
tres grandes valeurs. 
On a 

Ny/M y /S i j_ 

Posons 

A ^5") 

11 vient 

et a represente, dans cette formule, la constante 

Ny/M y/S ^, 

qui ne depend ni de Tindice /?, ni de la position du point M^. 

Donnons k p successivement toutes les valeurs possibles, en remar- 
quant que Ton a 

a et g^ etant les deux nombres positifs definis au n® 37. 
On trouve 



gp < a'kP-\'gp^i X < (/7rt 4- ^o) ^'', 



3o ED. LE ROY. 

Finalement 

et, comme W^ est une fonction harmonique 

|W^|<(/)a-h^o)^'% 

quelle que soil la position du point {x, y, z) dans Tespace 
On conclut de la que la serie 

— », ▼' p 

est absolument et uniformement convergente si Ton a 

Ul><i, 

c'est-a-dire 



Dans ces conditions, on verrait, comme au n® 38, que la somme W de 
la serie est la solution cherchee. 

On voit done que la convergence de nos approximations successives 
est liee d'une fagon tres etroite a la limitc des quantites croissantes 






lorsque /? augmcnte indefiniment. Nous allons done etudier ces rap- 
ports. 

Mais, avant d'aller plus loin, je dois signaler un fait important. La 
fonction V possede sur S des derivees premieres continues par rapport a 
{uyv). On le mettrait aisement en evidence au moyen d'une demon- 
stration semblable a la precedente. Mais, pour abreger, je me bor- 
nerai, sur ce point, a une simple indication : il faudrait ici combiner 
le raisonnement que nous venons de faire avec celui qui sert dans 
I'etude des derivees d'un potentiel newtonien de surface attirante (*). 

42. Je rappelle, pour commencer, les proprietes principales des 
fonctions spheriques ou /onctions de Laplace. 



{ ') Cf. II. PoiNXARE, Thdorie du potentiel newtonien . 
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On nomme polynome spherique d'ordre n un polynome II,, entier et 
homogene en {x, j, z), de degre n, verifiant identiquement la relation 

Ecrivons H^ ^vec des coefficients indetermines : il y a ^ "^ ^ ^ ^' — ~ 
coefficients. Formons All,, : c'est un polynome homogene et de degre 
/I — 2, ayant done ^^ ^ "" ' termes. Ecrivons que ce dernier polynome 

est identiquement nul. Nous obtenons ainsi —^^—^-^ equations li- 

neaires et homogenes par rapport aux ^^ — coefficients de 

II„. On a 

( n -\- \) { n -\- i) n(n — i ) 

z= 2/1 H- I. 



Done il existe 2n -h \ polynomes spheriques d'ordre n lineairement 
independants. 

Passons maintenant en coordonnees polaires. Les formules de trans- 
formation sont 

JO = psin9cos9, 

/ = p sin 9 sin 9, 
5 1= p cos^. 

II vient 

n„ = P"Y,„ 

Y„ ne dependant plus que de et 9. La fonction Y;^ est une fonction 
spherique d'ordre n : il y en a 2/1 -h i lineairement independantes. 
Sur la sphere de rayon i, c'est-a-dire lorsque p = i, on a 

TT Y ^"n Y 

Cela pose, la formule de Green nous fournit la relation 

j"(^n„ ^ - n,. ^) ^co = I'cn, An,, - n,„ An«) .^T = o, 

les integrations etant etendues soit a la surface, soit au volume de la 
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sphere de rayon i . On tire de la 






= o. 



D'oii, si 



Tegalite 



m :p^ fly 



fYnY,„doi—o. 



Cela est vrai quelles que soient les fonctions spheriques choisies, 
pourvu qu'elles soient d'ordres differents. 
Appelons 

Y Y Y 

* 1» '19 • • • > * I/I 4-1 » 

2/1 -f-T fonctions spheriques d'ordrc n lineairement independantes. 
Posons 



X, 



=:a? 



Yi H- aj Y,4-. . . -h aj,,^.! Yj„4.,, 



les a etant des constantes laissees indeterminees pour le moment et 
les exposants dont ils sont affectes etant des indices et non des sym- 
boles de puissances. 

Les X sont des fonctions spheriques. Ces X sont d'ailleurs indepen- 
dants si Ton a 



D = 



1 



a; aj ... a* 



1 



a 



(X 



5 



8/1+1 



^2/.4-l ^i/l+1 



a 



2/»-f 1 
2 /M 1 



T^o. 



Je designerai par X^ Tun quelconque d'entre eux. 
Posons 

X = aj 1 1 H- ajYj-h. . .H- aj/14-i Yjrt^-i. 



II est clair que 



/X»(io3 



est, par rapport aux a, une forme quadratique definie et positive 



t (ocif (X29 . . ., aj;i4-i). 
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L'equation 

F:=:l 

represente, dans Tespace a 2/z -h i dimensions, un ellipsoide E ayant 
pour centre Torigine des coordonnees. 

Cherchons a determiner les X par les equations suivantes : 

(1) /XJ^co = i, 

( 2 ) f \p\ff ri(,) = o. 

Les equations (i) s'ecrivent 
et elles signifient que le point 

se trouve sur TeUipsoide E. Les equations (2) peuvent elre mises sous 
la forme 

Considerons les points 

Ml, M2, . . . , JVij/j-Hi, 

dont les coordonnees sont respectivement 

(oCj, a^f • • • > ^8/1+1 )> 



• • • t • • 



/^Irt + I ^211 + 1 ^S/l-t-I \ 

V*! » ^1 » • • • > '^J/t+l /• 

Les equations (2) signifient que les directions 

0M|, OMj, ..., 0M2„-H, 

forment un systeme de diametres conjugues de rellipsoide E. 

C'est une proposition elementaire de Geometric analytique que Ton 
pent toujours choisir les a de fagon a verifier les equations (1) et (2). 

A/in, de I'F.c, Normnle. 3* Seriej^Tome W. — Janvitk 1898. 5 
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On a d'ailleurs alors 

en sorte que toutes les conditions requises sont remplies. 

Les fonclions X ainsi detcrminees sont les foncdons sphcriques Jon- 
rfa/7?e/2/a/(?5 r/'orfl^r^ /i. Toute autre fonclion spherique du ineme ordre 
est une combinaison lineaire do celles-la. 

II est bien visible que les fonctions spheriques fondamentales coin- 
cident dans le cas de la sphere avec les fonctions fondamentales dont 
nous cherchons a demontrer Texistence en general. 

43. Soit W le potentiel ncwtonien d'une simple couche de matiere 
atlirante repandue a la surface de la sphere de rayon i. On a 

W = Vo-f- pYi -+- p-Yj4-. . .4- p^Y^-h. . . 
pour p < I, et 

pourp'>i. C'est la un resultat classique. Les lettres X^ designenl 
d'ailleurs des fonctions spheriques qui dependent des valeurs de W 
sur la sphere, I'indice indiquant Tordre. 

On pent remplacer les fonctions Y;, en fonction des fonctions sphe- 
riques fondamentales. J'ccrirai alors, par exemple, 

X^ elant une fonction fondamentale d'ordre n et ^p designant une con- 
stante. II y a 2/i -h i valeurs de p qui correspondent a la meme valeur 
de n, 

Les propositions qui precedent sont encore vraies si W est, non 
plus un potentiel de simple couche, mais une fonction harmonique 
quelconque. 

Je renverrai, pour la demonstration do ces formules, aux Traites 
classiques (*). 



(») E. PicARD, Trnite iV Analyse, I. I, Chap. IX, n" 2G. — II. Poincare, Thcorie du po- 
tentiel neivtonien.Vd^fxSy Carr6, 1897. 



"N 
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44. Considerons toujours la sphere S de rayon i . Soil 12 une sphere, 
de rayon R infericiir a i, concentrique a la precedente. Appelons T le 
domaine interieur a S, T le domaine exterieur. De meme sera le 
domaine interieur a li, 0' le domaine exterieur. 

Soit W un potenliel de simple couche repandue sur S. Posons 

On a 

J 4- J' J 

Nous allons chercher une limite inferieure du rapport y On sup- 
pose, bien enlendu, que les integrales J, J', I ont chacune un sens. 

Appelons Jn, I^ les integrales analogues a J, I,, mais relatives a 12. 
Soit 

On a 






Maintenant on pent ecrire 



'-X2r^)---i-s-=-x,-s«- 



Doii 
Par suite 



Jr _ 2/^PiR^ 



Tirons de la une importante consequence. 
Soient 

q potentiels de simples couches portees par S. Prenons 

les Xetant des constantes. II est clair que W est aussi un polentiel de 
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simple couche. Dans le developpement de W, los coefficients ^p sont 
donnes par la formule 

Ce sont done des fonctions lineaires et homogenes des X. 
Prenons 

Assujettissons les X a elre tpls que les coefficients ^^ soient tons 
nuls jusqu'a celui de rang n^ inclusivement. Cela fait n^ equations 
lineaires et homogenes ou les inconnues sont au moins en nomhre 
n^-h I. Le calcul des X peut done etre effectue. 

Les X etant ainsi determines, le premier terme du developpement 
de W est 

car il y a 2/1 -h i coefficients ^p correspondant au terme en p'^ et Ton 
sait que 



n — I 



V (2A -f- 1) = /i^ 



On a done 



.Ir_/*;3*R*" 



H-l 



Ir~ ^n'" 



-i-i 



On conclut de la 






Ainsi, si les X sont en nombre au moins egal a /i--hf, on peut les 

choisir, quels que soient lesW^, defagon que Ton ait I'inegalite prece- 

dente. 

Faisons tendre maintenant R vers i. Alors J^ et !„ tendent respec- 

tivement vers J et I. D'ou 

J 



Cela entraine 



J > n. 



.1 -f- r 

— j — > fi. 



Telle est Tinegalite que nous voulions obtenir. 
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Cette inegalite subsiste quand, au lieu de potentiels de simples 
couches, on considere des fonctions harmoniques quelconques. II 
suffit que Ton puisse affirmer Texistcnce des integrales J, J' et I. 

45. Examinons maintenant le cas d'une surface simplement connexe 

quelconque et cherchons encore une limite inferieure du rapport -j- 

Nous supposons, bien entendu, que la surfiice consideree S est regu- 
liere en chacun de ses points. 

II va falloir employer une cerlaine transformation ponctuelle que je 
vais brifevement detinir. 

Soit 1 une sphere de rayon i. J'appelle le domaine interieur a 2. 
Les coordonnees d'un point de seront designees par (^, yj, Z). 

La transformation ponctuelle dontjeveux parler jouit des proprieties 
suivantes : 

I*' A tout point (^, yj, *C) de correspond un point (-r, j, 5) de T et 
un seul, et reciproquement. 

2** ?, Y), <^ sont des fonctions de 00, y, z uniformes, finies et continues 
dans Tainsi que leurs derivees partielles des deux premiers ordres. 

i^ ,T, y, z sont des fonctions de $, yj, 'C uniformes, finies et con- 
tinues dans ainsi que leurs derivees partielles des deux premiers 
ordres. 

ff Quand le point (x, j, z) decrit S, le point (^, yj, <^) decrit 2. 

j^ Les derivees des deux premiers ordres de ^, j, z par rapport 
a ?, Y), J^ ou de i, yj, J^ par rapport k cc^y, z restent finies et continues, 
meme quand le point ?, yj, J^ se rapproche indefiniment de S ou que le 
point x, y, z se rapproche indefiniment de S. 

Une pareille transformation est possible el comporte meme un tres 
large degre d'arbitraire. En efiet, elle represente la deformation d'un 
corps elaslique qui serait d'abord suppose remplir la sphere 2 et qu'on 
amenerait, sans produire aucune dechirure, a occuper tout le vo- 
lume T. 

Je ne crois pas devoir insisler sur ce point. Mais il faut remarquer 
que les hypotheses faites sur S nous sont necessaires pour eviter toute 
difficulte quant a la realisation de la cinquieme condition. En outre, 
il est bien manifeste que notre transformation n'est possible que si le 
domaine T est simplement connexe. 
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46. Soil W le poteotie! newtoniend'une simple coucheportee pap S. 
On peul a volonle rcgardor W comme une fonction definie dans T el 
dt'pendaiil dcs variables (a:,y,z), ou comme une fonction definie 
dans B e( dependant des variables (£, tj, C)- 

Formons I'intej'palp 



-X2(S)'- 



f-lemliie aux divers eltmenla d- du volume T. On suppose le potential 
W lei ([ue cette inlegrale ait un sens. 

EfTcctuons la transformalion do n" 45. Le champ d'integralifm 
devient et il faut appliqucr la regie relative au cliangement des va- 
riables dans les integrates multiples. 

D'abord, si rfO est nn clement de Q. on a 



±„,m 
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d-n dr. 




1 





en posant 



01 On or: 

conformement aux conventions habituellcs pour designer le jacobie 
d'un systeme de fonctions, 
D'autre part, on a 



dW 


a- 


<)W <(« d\\ dX 


aw 










djs 


^ Ox 


(JJ dx dn dx 


d: 


()W 


dX 


<)W dr, ()W d; 


aw 


dy 


Oy 


d| ^ dy ihi dy 


df 


dVl 


-•li 


aw H aw dc 


aw 


fl; 


<J; 


ai ^ a= an ^ ds 


ax 



On voit que les derivecs, par rapport a x, y, z, dc \V(a:,^-, =) sont des 
fonctions lineaires ct homogenes des derivecs par rapport a 5i if,. ^ de 
la meme fonction regardee comme dependant de ?, v], C. les coefficients 
de ces formes lineaires etant dcs fonctions connues qui ne dependent 



U 



sun l'integration des eqiations de la ciialeuu. 39 

quedela transformation, c'est-a-dire que de S. Dans ces conditions, 
la somnne 



yr- 



se transforme en une forme quadratique F definie et positive par rap 

port aux derivees -rv-, — .— » -z;r' 
^ oi an d^ 

On pent done ecrire 






Fintegration se rapportant cette fois au volume 0. 

Regardons maintenant, pour un instant, ?, yj, J^ comme des para- 
metres el 

^V ^ ^ 

comme les coordonnees d'un point dans Fespacc. 

L'equation 

F = i 

represente un ellipsoide. Les longueurs des axes de cet ellipsoide sont 
evidemment des fonctions continues de ?, T^, ^. D'ailleurs F est la 
somme des carres de Irois formes lineairesqui sont necessairement 
independantes puisque le determinant 

est different de zero pour toules les valeurs de ^, r^, Z correspondant 
a un point situe dans 0. Done, quel que soit le point (?, y], Z) choisi 
dans ou sur 2, Fellipsoide considere ne pent jamais se reduire a un 
cylindre elliptique ou a un systeme de plans paralleles. Par consequent 
les axes de cet ellipsoide ne peuvent jamais devenir, ni nuls, ni infinis. 
Formons alors la difference 



F-X2 






r\i 



II resulte de ce qui precede que Ton peut clioisir la conslantc positive X 
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He fagon que cette diflerenee soil positive pour toutos les valeurs pos- 
sibles fie 

d\v d\\ oyv 

et pour lous les systemes de valeurs de $, yj, 'C qui correspondent a un 
point de 0. Cela se deduit immediatement de la theorie cJassique de 
Tequation hicn connue, dite equalion en S, que Ton rencontre en Geo- 
nfietrie analytique. 

Finalement, il est possible d'assigner une eonstante positive [x ne 
dependant que de la surface S et telle que Ton ait 



^Lmv 






Cette inegalite va nous conduire a une importante proposition. 
47. Posons de nouveau 

les W^ etant des potentiels newtoniens de simples couches portees 
par S et les \ des constanles dont le nonnbre estau moins egal a A/'--hi. 

Formons avec W les integrales J et I : nous supposons les W^ lels 
que ces integrales aient un sens. 

Faisons la transformation du n** 45. Nous pouvons a volonte re- 
garder W comme dependant de oc, y, z ou de ?, yj, J^. 

Soient da un element de S et r/co un element correspondant de la 
spheres. On pent ecrire 

']> etant une fonction de 5? ^. ^ definie et continue sur 2. La surface S 
etant reguliere, il est clair qu'il existe une eonstante h ne dependant 
que de la transformation et telle que Ton ait 

Cela pose, on a 

1 - fs-di - f \'^d(^ </i f Wa>, 

en regardant W comme une fonction de (^, v, z) si S est le champ 
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(rintegratidn etcomme une fonction de (^, v], 'C,) si c'est S qui est ce 
champ. 

Considerons niaiiitenant la fonction harmonique U qui est definie 
dans et qui prend sur S les memes valeurs que W(E, y], Z). Comme 
on sail resoudre le problemc de Dirichlet pour la sphere par une me- 
thode directe, on pent aftirmer Texistence de U sans ricn emprunter 
aux resultats generaux obtenus par le balayage. 

On a evidemment 



d'oii 






D'autre part, les derivees des deux premiers ordres de W(^, v], ^) 
existent et sont continues, meme quand le point i, v], J^ vient se placer 
sur 2, a cause des hypotheses faites sur W(x,y, z) et des caracteres 
de la transformation employee. L'integrale 

a done un sens : il suffirait, pour le voir, de refaire a propos de U un 
raisonnement tout semblable a celui du n°23. Mais c'est une propo- 
sition bien connue, que Ton a 

l2(fy->X2(f)'- 

On deduit de la 

en appliquant Tinegalite du n" 46. 
En fin de compte, nous pouvons ecrire 






12(f)'- 









etnous sommes ainsi ramenes a etudier le cas traite du n° 47. 
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Si nous appelonj^ 
les fonctions harmoniques qui prennent sur 2 les valeurs 

nous avons 

U 1= X, Ul 4- > J U, -f- . . . -h \ Ly. 

Nous Savons que Ton peut choisir les X, de fagon que Ton ait 



On conclut de la 



fJMt 



J a 



>n, 



Ainsi, rinegalite, etablie d'abord dans le cas de la sphere, subsiste 
pour une surface simplement connexe quelconque. 
Si Ton prcnd 

on aura 

H;, etant un nombre positif qui est de Tordre de grandeur de yfn quand 
n est tres grand et qui ne depend du reste que de la surface S. 

48. Poursuivons le cours de nos generalisations et voyons comment 
on peut se debarrasser deThypothese que la surface S est simplement 
connexe. 

Etant donne un domaine connexe T limite par une surface fermee S 
qui peut etre composee de plusieurs morceaux entierement separes, 
dontchacun est d'un ordre de connexion quelconque, il est evident 
qu'on peut toujours tracer au travcrs de T une surface qui, envisagee 
comme une coupure, partage le domaine T en deux portions simple- 
ment connexes T^ et Ta- Rien n'empecbe, vu les hypotheses faites 
sur S, de remplacer les domaines T^ et To par d'autres domaines du 
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meme ordre de connexion qui empictent un peu Tun sur Tautre et 
qui 8oicnt bornes par des surfaces regulieres en tous leurs points. 
J'appellerai J^, I, et J2, I2 des integrates analogues a J, I, mais relatives 
respectivenient a T, et Tj. 



On a 



En effet, on a 



2J Ji-t- Jj 



2J> J, -h Jj, 

I <!,-+- 1,; 



puisque la substitution de I'ensemble (T^^Ta) a T, quand T^ et T._, 
empietent un peu Tun sur I'autre sans sortir cependant de T, accroit 
la surface d'integration relative a I et diminue le volume d'integration 
relatif a 2 J. 

Posons maintenant 

et prenons 

On pent (n° 47) choisir les X, de faQon que Ton ait a la fois les ine- 
galites 

/ll III 

f^«> f^2» ^«» ^2 etant, pour chacun des domaines T^ et T^, les nombres 
analogues aux nombres [x, h du n® 47. 
Soit V le plus petit des nombres 

/^, f^, 
Ce nombre v ne depend que de S. On a 

Ji4- Ji 

d'oii 



> v/i, 



J -f- J' ^ J I Jj-t- J2 I 
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Finalemcnt, Tinegalite 



1 



— .— >^,M 



oil 3;, est un nombre positif de Tordre de grandeur de >Jn, peul etre 
realisee par un choix convenable des X, pourvu que Ton ait 

Cela va nous permettre de demontrer un theoreme fondamcntal relatif 
aux approximations successives du n'' 40. 

19. II y a toutefois un point qu'il nous faut encore etablir. Consi- 
derons le rapport 



Je dis que, quel que soit le potentiel W envisage, il a une limite infe- 
rieure differente de zero. 

Voici une premiere maniere de le voir : I -\-y ne peat pas sannuler 
sans que I sannule aussi, Mais cet apergu ne presente aucun caractere 
de rigueur et rend seulement la chose probable. Etudions done la 
question d'une autre faQon. 

Supposons d^abord la surfaces formee d'une seule nappe analytique 
reguliere; ce sera, par exemple, un ellipsoidc ou un tore, car son ordre 
de connexion pent etre quelconque. 

Soit P la fonction, harmonique dans T', qui prend sur S la valeur i; 
cette fonction existe, en vertu du principe de Dirichlet, et c'est le po- 
tentiel du a la distribution naturelle de Telectricite sur S. La densite 
de la couche electrique en equilibre sur S est d'ailleurs en chaque 

point de cette surface 

I dV 

Comme la fonction P ne pent prendre dansT'aucune valour superieure 
il i , on a 






< o, \ii o, 



en tout point de S. 
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Imaginons maintenant les surfaces equipotentielles ou surfaces de 

niveau : 

P zzzconsl. 

etleurs trajectoires orthogonales qu*on appelle souvent Ugnes deforce. 
La surface S etant regulierc, il y a siirement, au contact de S, une 
region finie E de Tespacc T', oil les surfaces de niveau et les lignes de 
force sont bien regulieres. 

Soil Mo un point de S oil [x a la valeur [Xo- Soit rfa un element de S 
ayant M© pour centre de gravite. Par chacun des points du contour de 
rfor, faisons passer la ligne de force correspondante. On a ce qu'on 
nomme un lube de force. Appelons rfa' une section droite de ce tube 
situee dans la region ci-dessus designee. Soit F^^ et F',^ les conipo- 
santes de la force electrique en e/a et rfa' suivant les normales a ces 
elements dirigees vers les polentiels decroissants. On sail que 

On voit par la que F,, et F), sont de meme signe. Si F„ est nul, F), Test 
aussi. 

On a, en appelant s Tare de la ligne de force L passant par M^ et en 
comptant cet arc dans le sens des potentiels decroissants : 



D'autre part, 



Supposons alors que 



On aura 



"~ ds 



F - — 



iJ-o—O, 



D'oii 



dP_ 

d/ic 
dV 



= o. 



= o, 



ds 

quel que soit le point ^ de L dans la region finie E. D'oii 

!• =: const.— I, 
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sur L dans E. Mais ccla est impossible, car on sail que P^. ne pent 
prendre la valeur r en aucun point de T'. Done Thypothese 

est absurde et [x est done positifet non nul en tout point de S. 
Posons maintenant 



Soit 



D'oii 



— -7— > «• 

cine 



Done 



<S) •^(S) 



J + J' J 4. J' 



quelle que soit la fonction W. 

On verifie aisement, au moyen du calcul des variations dont Temploi 
est ici rigoureux, que 

I, 

est minimum pour une fonction W,, telle que 

^-+-^-£ —V =0 

^, etant une constante convenable et W, un potentiel de simple 
coucbe. II est clair que Ton doit prendre 

^1 = 1 
et 

On a alors 

li 

D'oii, quand W est quelconque : 



:= I. 



>a, 



1 

et la proposition annoncee se trouve etablie. 
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Considerons maintenant le cas general oil la surface S est formee de 
plusieurs nappes analytiques entierement separees. Supposons, pour 
simplifier, queS se compose de deux surfaces fermeesS, etSj, S, etant 
interieure a Sa, et faisons le raisonnement dans cette hypothese. 

Appelons J,, Jj, J, les integrales analogues a J efendues respecti- 
vement a Tinterieur de S,, a Tespace compris entre S, et Sj, a Tinte- 
rieur de Sj. Appelons de meme J'^ et J!^ les integrales analogues a J' 
etendues a tout Tespace exterieur soit a S,, soit a S^. Enfin, designons 
par I| et I^ les integrales analogues a I, mais relatives soit a S,, soit 
a o^ • 

On a 

J -+- J' = Jj-t- Ji-f- J'j, 

1 = 1, -hi, 

Formons J3 pour la fonction, harmonique dans Tespace interieur a S^, 
qui prend sur S2 les memes valeurs que W. Une proposition bien 
connue nous apprend que 

J,-h J2>J3, 

Ji et J2 etant relatifs a la fonction W donnee. Done 

De meme, si J, est relatif a W et si J', est relatif a la fonction, harmo- 
nique dans I'espace exterieur a S,, qui prend sur S, les memes valeurs 
que W, on a 

Mais il existe un nombre a, tel que 

J3 "+■ Jj i> ^Ij* 

J, -h J', > al,, 

d'apres le lemme relatif aux surfaces formees d'une seule nappe. On 
a alors 

li+u 

d'oii 

Jj-hJi-hJ', 



>a, 



I. + L ^"' 
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c'est-a-dire 

J-+-J' a 

La conclusion reste la memo. 

Finalement, on voit que, dans le cas le plus general, on pent assi- 
gner au rapport 

i 

une limite inferieure non nulle, independante du potentiel W con- 
sidere. 

50. Nous cherchons, depuis le n^ 38, un potentiel W de simple 
couche portee par S remplissant, quelle que soit la surface S sous 
reserve des hypotheses generales du n** 35, la condition suivante : 

-J h -1 h O 4- ^ ~ o. 

Designons la fonctioji W, si elle existe, par la notation 

On a pose 

La notation prccedente designera en tout cas la serie des approxi- 
mations 

sans qu'on ait a se preoccuper d'avoir demontre leur convergence. 
Soient 

n fonctions donnees de (w,f^), quelconques, mais ayant, par rapport a 
u et r, des derivees partielles des deux premiers ordres finies et con- 
tinues. Posons 



W(">z=[cli,,^]. 
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Prenons maintenant 

les X etant des constantes, et 

W^[<1»,^]. 
On a evidemment 

Ecrivons 

Les W^ sont des fonctions lineaires des X. 

Construisons, a Taide des fonctions W^, les integrales 1^ et J^H- J), 
definies au n*' 40. On sait que le rapport 

A p-\- J p 

va en decroissant avee/?. 

Quelles que soient les fonctions 

Wi'i) \V<*' \V'"' 

" /> > '" ;> > • • • » p 

qui sont les coefficients de \p dans les series 

ct, par suite, quelles que soient les fonctions 

<I>,, <I>„ ..., <!»,„ 

nous Savons que Ton peut clioisir les X de fagon que 

Up 

3„ etant pour n tres grand de Tordre de \l7i. 
On a alors 



^"'-<Jr 



y 



tj/>-l *-*/* 

car 
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On conclut de la 






(0 


1 ^ 1 ^' 


' "^ 1 



< — • 

.M 

Considerons les quantites 

conime les coordonnees homogenes d'un point M dans Tcspacc a 
n — I dimensions. On pent clioisir ce point M de maniere a realiser 
les inegalites (i). Done il y a dans Tespace a /i — i dimensions iin 
domaine Op tel que les inegalites (i) aient lieu des que M est dans 8p. 
Changeons /? en /? -f- 1. II y aura dans Tespace a /i — i dimensions 
un domaine 5^+., tel que, si M lui appartient, on ait 

(2) }l<f!<...<ilfL_<I^<{lZ^<J_. 

Mais les inegalites (2) entrainent les inegalites (i). Done S^^, est 
contenu tout entier dans Bp. 

II existe done un ensemble denombrable de domaines 

> * > « 

'^IJ ^l» Oj* • • • » 0/j> • • • » 

dont cbacun contient tout le suivant. Par suite, il y a un domaine S 
(qui pent sereduire a un point unique) interiour a 8p, quel que soit/?. 
Si M est dans S, on a 

quel que soit/?. 

Supposons les X ainsi determines et reportons-nous a la conclusion 
du n^ 41. Voici alors le theoreme fondamental que nous pouvons 
enoncer : 

Quelles que soient lesfonctions 

si Von pose 

4> — X, 4>, -I- X,0, 4- . . . -h In ^«, 

on est assure qu il est possible de choisirles X de telle /agon que le rayon 
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de convergence de la serie^ eniiere en \ soil aumoins egal a S„, S;, etanl 
un nomhie qui ne depend que de n et de?> et qui est de Vordre de gran- 
deur de \jn. 

De ce theoreme va resuUer immediatement la demonstration rigou- 
reuse de Texistence des fonctions harmoniques fondamentales. 



III. — Existence des fonctions harmoniques fondamentales. — Leurs prin- 
cipales propriitis. — Representation des fonctions harmoniques par des 
series procidant suivant les fonctions fondamentales. 

51. Soil $ une fonction donnee des variables {u,v) definie sur la 
surface S et continue ainsi que ses derivees partielles des deux pre- 
miers ordres par rapport a « et f^. Si S se compose de plusieurs mor- 
ceaux separes, chacun de ceux-ci est suppose forme d'une seule nappe 
analytique reguliere et la fonction $ est Tensemble de plusieurs 
fonctions attachees respectivement aux diverses portions distinctes 
de S. 

Soit 



On a 



Wi=[0,^]=z:Wo-h$W,-4-^*W, 
U, = [Vo,?] =W, -+.^W,-+-^«W3 4-..., 

> 

Appelons 

A], Aj, . . « , A/, 

n parametres arbitraires et posons 

On pent encore ecrire 

T = [X,0 4- X, Vo4- . . . -h X« V„_„ £]. 
Soit 

T =:z To -h ^T, -h ^-T,H-. .. + ^''T^ -+-... . 
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On a evidemment la relation 

pour toutes les valeurs de Tindice/?. 
D'autre part, il est visible qu'on a 



r/est un systeme de n equations lineaires par rapport aux n incon- 
nues W, Uj, . .., U^. 

Nous avons vu que Ton peut choisir les X de fagon que le rayon de 
convergence de la serie T entiere en $ soit superieur a a„ ou au moins 
egal a ce noriihre. Supposons done 

Des equations lineaires precedentes, on peut tirer la valeur de W 
par la regie de Cramer. II vient 



avec 



D=: 







w »• 
1) 






), 


>.. 


A3 • • • 


A/i — 1 


/« 


1 
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o 


I 


£ ... 









o o 



o 



o 



o 



-I 



-I 



ot 



1» = 



T 




X, .. 


A/l-1 


y.. 


Wo 


-I 











W, 


I 










• • • 

w„_, 


• 




• • • • • t 




• 


• 




w„_, 








I 





On a aussi 



D = (-i)'-'[),,?"-'-X,e-' + >>3^"-'----] 
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Done D est un polynome entier en $ a coefficients reels et constants. 
Enfin, comme W^,, W,, . . ., W„_2 ^^ dependent pas de $ ct que T est 
une fonction holomorphe de ^ pour | ^ K 3/if P est de meme une fonc- 
tion holomorphe de ^ pour \^\<C S/i- En definitive^ W est une fonction 
meromorphe de ^ pour \\\ < 3;,. 

La fonction W ne depend evidemment pas de n. D'autre part, S^ 
peut elre rendu aussi grand que Ton veut. Done W est une fonction 
meromorphe de ^ dans tout le plan de cette variable complexe. 

52. La fonction P(a7,j, 2) peut elre developpee en serie ordonnee 
suivant les puissances de ^ : 

pourvu que I ^ | soit inferieur a S;,. 

II est clair que P est, par rapport a {oc,y, z) une fonction continue 
dans tout Tespace; elle a sur S des derivees par rapport a w et ^. 

On a 

T=^ r (X,il>-+- A, Vo + ... -+->„¥„., 4- ^-T)^, 



(S) 






W„ = 



Le determinant 



O -^ o 

Vo I -I 

• • • • • • ■ 

V„_j o o 

peut s'ecrire, apres une transformation simple, 

>,*-t-?T X, X, ... X,. 

O + ^Vo —I o ... o 

?V, I -I ... o 



?V„_, 



-i 



O 
O 



I 
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II suffit, pour le voir, d'ajouter aux elements de la premiere colonne 
ceux des autres colonnes respectivement multipliees par V©, V,, .. ., 
V„_2. Le determinant transforme, ecrit ci-dessus, est manifestement 
la somme de deux autres et sa valeur est 

Cela pose, si A designe le determinant en question, on pent ecrire 






(S) 

d'ou 



p=z-i- r (ci>D-4-^p)— 



Les calculs precedents ne reposent que sur la convergence absolue et 
uniforme des series P et T pour I^KS^,. La discussion, que j'ai 
abregee, est la meme que celle qui a ete faite au n*' 38 pour le cas des 
petites valeurs de ^. 

II resulte de ce qui precede, puisque P est une fonction continue 
meme a la traversee de S, que cette fonction est un potentiel newto- 
nien de simple couche et que Ton a en tout point de S la relation 

-J h 3 h£P-hOD=o 

ani arie 

pour 1 5 I < a„. 
Donnons a 5 une valeur telle que D soit different de zero. Posons 

D 
// est clair que W resout le probleme que nous nous etions propose. 
Soient 



|1 est clair que 






P' P" 



-^ 
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sont des potcntiels de simples couches, et que Ton a en tout point 
de S 

dni dfig 

dP" dP" 

dni drig 



Cela se deduit de ce que P et D sont holomorphes en ^ pour | ^ | < H^. 

53. Un interet particulier s'attache a I'etude des valours de $ pour 
lesquelles on ne peut plus faire les raisonnements qui precedent. 

Les poles de la fonction meromorphe Wdont le module est inferieur 
a S« sont racines de Tequation algebrique entiere 

D=io. 

Soit ^ Tune de ces racines. 

Appelons 

P^f P^» P5. 

ce que deviennent alors 

Mr y JL f tr y • • • • 

On a 

ct P^est toujours d'ailleurs un potentiel de simple couche. La fonc- 
tion P^ est une des fonctions harmoniques fondamentales attachees a la 
surface S. Le nombre \ considere prend le nom de nomhre caracteris- 
tique de la fonction P5. 

Si $ est une racine simple de D, on a 

II ne peut pas se faire que P^ soit identiquement nul, car alors 5 ne 
serait plus un pole pour W, ce que nous ne supposons pas. 
Si ^ est racine double de D, on a 

D=o, D'=io, DVo, 
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d'oii 



Or on a 






.C("=g--iS)-=«- 

Par suite, en ajoutant et en tenant compte des equations verifiees par 
P^ et P'|, on peut eerire 

f VI dfj = o. 

Done P5 est identiquement nul sur S. Comme P5 est une fonction har- 
monique dans T et dans T', on deduit de la 

Pe^o, 

dans tout Tespace. Par consequent $ n'est pas un pole double de W, 
bien que ce soit une racine double de D. Du reste P^ n'est pas identi- 
quement nul si ^ est effectivement un pole de W, et Ton a alors 

dfii dric 

sur S, en sorte que P'^ est une fonction fondamentale. 

On peut continuer de la sorte indefiniment et arriver ainsi au cas 
general ou ^ est un pole de W et une racine de D d'ordre de multipli- 
cite quelconque. La conclusion est toujours la meme. 

Bref, considerons la fonction meromorphe 

I) 

• Elle na que des pdles simples. Si ^ est I'un d'eux, le residu correspon- 
dant est une fonction fondamentale , 
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54. L'existence des fonctions fondamentales sera rigoureusement 
etablie des qu'on aura montre que VV ne peut pas etre holomorphe 
dans tout le plan ^. 

Or posons 

et formons les integrates 

comme au n** 40. 

Si Ton se reporte aux lemmes etablis dans le n** 49, on voit que Ton 
peut assigner un nombre positif A: tel que Ton ait 

jjp-^ ^ip ^ ^ 
Up 

quelle que soil la fonclion W^. Cela peut s'ecrire 



lip ^ ^ 



d'oii 



*2p-l ^ 



lo ^Ii ^ \p ^' '^ k 



On conclut de la que le rapport -f^ tend vers une limite au plus egale 

a -r> lorsque/? augmente indefiniment. Soit ■=: cette limite. 

Nous savons deja que le rayon de convergence de la serie W est au 
moins egal a S. Voyons maintenant qu'il ne peut pas depasser S. 

En effet, multiplions les termes de la serie W par W© et integrons. 
On trouve 

Si la serie W convergeait pour une valeur de ^ superieure en noodule 
a S, il en serait de meme de la seconde serie. Or cela ne peut pas 
etre, puisque, dans la derniere serie, le rapport d'un terme au pre- 
cedent a pour limite 



Done il est bien certain que le rayon de convergence de la serie W est pre- 
cisement egal a S. 
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Cela pose, on a 

Voila une limite superieure du rayon de convergence de la serie W. 
Done la fonclion W nest pas holomorphe dans tout leplan ? et il existe, 
par eonsequenty desfonetions harmoniques fondamentales. 

55. II rcsulte de ce qui precede qu'ii y a au moins une fonction 
fondamentale. Soil P, cette fonction et \^ son nombre caracteristique. 
Voyons s'il est possible que ?< soit le seul pole de W. 
Considerons 

On a 

Pi 



[Pi,?]- 



l^-i 



Si i, etait le seul pole de W, il existerait une constante X telle que la 
difference 

soit holomorphe pour toute valeur de i. Or cette difference est 6gale a 

[iP^XP,^]. 

Mais on pourrait refaire ici le raisonnement du paragraphe precedent. 
II est impossible que la fonction 

[<I^->P„?] 

soit holomorphe dans tout le plan $. Done il ne peut pas se faire 
que W ne possede qu'un seul pole. 

Done, la fonction meromorphe W possede une infinite de poles. / 
existe un ensemble denomhrahle de constantes 

Sl> SJ» 'S3> • • ■ > S'> • • • 

auxquelles correspondent autant de/onctions 

P P p p. 

qui sont des fonctions fondamentales. 
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56. j^tudions maintenant les nombres caracteristiques des fonc- 
tions fondamentales. 

II resulte des considerations developpees au n^ 39 qu'un tel nombre 
ne peut pas etre reel et negatif. 

Je dis, en outre, que les nombres caracteristiques ne peuvent pas 
etre imaginaires. 

Remarquons d'abord que, si P, et P2 sont deux fonctions fondamen- 
tales correspondant a deux nombres i^ et 5a distincts, on a par la for- 
mule de Green 

d'ou, apres addition et reduction, 

et, par suite, 

Supposons alors ^^ imaginaire et soit ^2 son conjugue. On peut 
ecrire 

P,=^A^B«, P, — A-Bi. 

Or, on a 
done 

Cela est impossible, a moins que A et B et, par suite, P^ et Pj ne 
soient identiquement nuls. 

Done les nombres caractdrisliques ne peuvent Sire que rdels et positifs, 

57. II peut arriver qu'une seule fonction P/ corresponde au nombre 
caracteristique 5/. Cette fonction n'est alors definie qu'a un multipli- 
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cateur pres. Je choisirai ce multiplicateur constant de faQon que Ton 
ait 






(S) 

Cela est evidemment permis. 

Mais il pent arriver aussi que plusieurs fonctions P^ lineairement 
independantes correspondent au meme nombre caracteristique ^/. Cela 
se presentera, par exemple, si tous les parametres X consideres au 
n** 51 ne sont pas determines par les conditions auxquelles ils sont 
soumis. 

Supposons qu'il y ait^ fonctions fondamentales distinctes 

p(l) p(S) p{^) 

*i> *i> •••> ^i> 

correspondant au meme nombre caracteristique ?/ suppose inferieur 
aS 

Soient 

Ai, Aj, • • • » Ag 

des multiplicateurs arbitraires. On a 

Or, 

si les X ne sont pas tous nuls, puisque les P, sont independants par 
hypothese. Done la fonction 

[x,p:»^-+->,pi*'4-...-h>,P!^?] 

a un pole i,- situe a I'interieur du cercle de rayon S«. 
Prenons 

Le resultat precedent est en contradiction avec le theoreme fonda- 
mental du n^ 50. 

Done il y a au plus n — i fonctions fondamentales lineairement 
distinctes qui correspondent au mime nombre caracteristique \i moindre 

que S„. 
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Soient 

pd) p(i) p(//--i) 

les fonctions fondamentales dont le nombre caracteristique est ^/. 
Toute combinaison lineaire des P^ est encore une fonction fondamen- 
tale. II est clair que les P, peuvent ainsi s'exprimer, au moyen de /i — i 
fonctions fondamentales, 

W(l) ^J) \Lr^n-\) 

i 9 '^ « > • • ' f ^^ i 9 

jouissant des proprietes suivantes : 

•MS) *^IS) 

On le verrait aisement, comme au n^ 43 pour les fonctions sphe- 
riques. Ce sont ces dernieres fonctions W;/"* que j'appellerai propre- 
ment les fonctions harmoniques fondamentales attachees a la surface S. 

Voici les regies que je suivrai pour le numerotage des fonctions W,- 
et des nombres ?/. 

Je rangerai les nombres ?, par ordre de grandeur croissante. 

11 pourra arriver qu'a un meme nombre ^/ correspondent ^r fonctions 
fondamentales. Je designerai alors indifferemment ^/par les lettres 

et le nombre caracteristique immediatement superieur a ?, sera ^/^. 
Quant aux fonctions fondamentales qui correspondent a ?,, elles seront 
representees par 

^ if '▼ 1-4-1 J •••> "/H-^ — !• 

Dans ces conditions, le nombre ^p correspondra toujours a la fonc- 
tion W^de meme indice. 

Finalement, nous arrivons au theoreme suivant, qui etablit rigou- 
reusement I'existence des fonctions harmoniques fondamentales atta- 
chees a la surface S. 

// existe un ensemble ddnombrable de constantes positives indefiniment 
croissantes avec l' indice 

Sl> S8> S»» • • • ♦ SP> • • • > 
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auxqueUes correspondent des poteniieb newtoniens de simples couches 
portees par S 

qui verifienl chacun^ en lous les points deSj la rekuion 
On a 



£ 



et 



f 



(S) 

soit a cause de la fomude de Greeny soit a cause tie la maniere dont les 
fonctions W^ ont ite construites, smsHint que W^ et W^ correspofident ou 
non a des nombres caracteristiques ^^ et ^ differenls. Erifin^ on a 

en appelant J^ et J^ ce que deviennent J et V quand on remplace W 
parVf p, 

Je termine par une remarque. Le raisonnement que nous avons fail 
plus haut pourmontrerqu'il y a au pIus/7— 1 fonctions fondamentales 
correspondani a un nombre caracteristique inferieur a S^ peut servir 
encore a prouver qu'il y a au plus p — i fonctions fondamentales cor- 
respondant a des nombres caracteristiques infiprieurs a S^. On a done 

Done il existe une constante C independante de Tindice p telle que 
Ton ait 

quel que soit p. En daulres termes, ^p est au moins de Vordre de gran- 
deur de \J p. 

58. J'ai deja eu besoin de supposer le principe de Dirichlet etabli 
par la methode du balayage. Mais c'est a present que cela va m'etre 
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surtout Utile, pour etudier la question du developpement d'une fonc- 
tion arbitraire en serie procedant suivant les fonctions fondamentales. 
Je me servirai, dans ce qui va suivre, d'une methode due a M. Poin- 
care. 

Soit $ une fonction definie sur S et munie de derivees partielles 
continues de tons les ordres. Soit W^ la fonction fondamentale qui 
correspond au nombre caracteristique ^p. Je pose 

et je me propose de montrer que la serie 

est convergente et a pour somme la fonction harmonique U qui prend 
sur S les valours 4>. 
D'abord I'inegalite de Schwarz nous donne 






(S) "^(S) 

a designant le maximum de [4>|. D'oii 

S etantl'aire totale de la surface S. Ainsi le module des coefficients A^ 
est limite. 
D'autre part, on a 

Reprenons les notations [xetN du n°41 et effectuons le meme calcul 
qu'a cet endroit, en tenant compte de la relation 



yid(j-i. 



f 

II vient 
6p etant le module maximum de W^. Les nombres ?„ croissent au dela 
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de toute limite avec I'indice. Done on peut poser 



On a alors 



aNu— ~ 






au nooins a partir d'une certaine valeur assignable dc /?. Finalement, 
on voit que W^, pour/? tres grand, est au plus de I'ordre de grandeur 

Envisageons la serie 

^l-lp\ip) ' 

Elle est comparable, au point de vue de la convergence, a la serie 

^p 

dont les termes sont positifs et respect! vement inferieurs a ceux de la 
serie 

La convergence est evidemment assuree si /^ == 5. Posons alors 



H=y 



^-^%v?. 



II est clair que — H est une fonction meromorpbe dont les poles 
(et les residus correspondants) sont les memes que ceux de la fonc- 
tion W = |r consideree dans les paragraphes precedents; cela est 

presque evident et sera d'ailleurs explique plus loin. 
On a done 

E(^) etant une certaine fonction entiere de i. Or, 

dW dW ,^ . 
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Mais 

drii "^ d/ie ~~ ^ l — ip ^^^ 

serie qui est encore absolument convergente. D'oii 

On conclut de la 

^E ^E 



dni dn 
sur S. 
Soit 



-^^.-^^^-^-^^n^^w^i-^ 



On a d'abord 



Er=^o-h e^l-^-exl^-^-- . . -eplP-T- 



dpry de^ _ 

:- ^ ----- O, 



4-^0 — 0, 



dtii diic 
de^ dej_ 
dtii diic 



• t 



de- de.. 

,— -h "1 i- es — 0, 

a 72/ a/ie 



puis 



Enfin 



r/^r, <^^.«i 



£, + ^-^^»-2^^''^^'i^°- 



der. di 



«? 



de-j de-j 



dn f dn 



o, 



4-^6—0, 



Les equations qui definissent ics e^ ont, a partir de /? = 6, la nieme 
forme que celies qui definissent les W^^\ en appelant W^''^ le coeffi- 
cient du termc en ^^ dans la serie W. 
Soit E^ rintegrale formee avec les e^ comme I^ Test avec W^^\ On a 



Ei; 

'P -^^' f"" ^ K 



Ep > o, 



a partir de/7 = lo. 
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E 

Nous Savons que -r?^ tend, lorsque p augmente au dela de toule 

linnite, vers I'inverse du rayon de convergence de la serie E. Ce rayon 

E 

doit etre infini, puisque E est une fonction entiere. Done -^~ tend 

vers zero. Mais ce rapport reste positif et va en croissant avec p. Par 
consequent, on a 

EpH-i = o, 

a partir de ^ = lo. Cela implique 

Jf eldc — o, 
(8) 

et, par suite, 

ep= o, 

a partir de ^ = 6. Done E(^) est un polynome du cinquiime degre 
en 5. 
D'autre part, H est divisible par 5* ; d'ou 

et, pour connaitre completement E, il nous suffit de calculer e^. 

Comparons les coefficients de ^^ dans les series W, H, E. On a evi- 
denoment 



Vf^^^^e.-^ 



2A,W,i. 



Mais, en comparant les termes en ^*, on trouve 



Or 



d'oii 



W(«):z:2;A^W^~. 



drii dUe 



2ApW,i;~W(»)=o, 



i 



et, par suite. 



p 



^5^0. 
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Finalement 



De la peut se tirer une importante consequence. 
Supposons que la serie 



2ApW^ 



soil uniformement convergente. On a successivenaent 






w _ , ._..„.. 



et 



drii dn, ^ f ^ ^ 

> 



Done 



i4m5i /la 5me 



<P=i2ApW^. 



2A^W^ 



a /70Mr somme en tout point de S la fonction donnee O, 5oa^ la seule 
condition que cetle serie soit uniformement convergente. 

Pour mieux mettre en evidence le mecanisme de la demonstration 
precedente, j'ai neglige quelques intermediaires que je vais mainte- 
nant retablir. 

D'abord, je me suis servi de ceci : ayant 

on peut ecrire 



En effet, la serie 

2gi ^P^P Fi 
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est uniformement convergente. Alors ii est permis de former I'inte- 
graie 






''' 'I), r 



Posons 



^^ A,j W,, "^ - S« - •- R,i , 



£ 



S,, (lesignant la somme des n premiers termes ct R„ le reste corres- 
pondant. On a 

^n Ct p;, etant, pour la serie W^'^^ les quantites analogues a S;, etR«. 
Or 

En outre, on pent prendre n assez grand pour que 



Pn 



1 I JL r R "^^ 

> 7 — I * ' » — 



2 



quelque petit que soit £; d'oii 



w<»; 



'^^L^ 



•K^4/i 



<e, 



et, par suite, 



Cela donne bien 



W^'»)r::.f- -/- 



^X)-^ 



AW--. 









Cela pose, la convergence uniforme de la serie 



2ApW„ 



etant supposee, on peut obtenir, de proche en proche, les egalites 
considerees plus liaut. 
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II y a un autre point que j'ai aussi laisse de cote. Je me suis appuye 
a un monnent sur cc que la fonction 



- s 



admet - A^W^ comme residu correspondant au pole ^p. En effet, on a 






dtii ' aiii ' 






d'oii, en ajoutant nierabre a racmbre. 






(S; *^ :S 



Or (^^— ^)W tend vers le residu change de sij^ne correspondant au 
pole ^p, lorsque ^ tend vers ^^. Ce residu, nous le savons, est de la 
forme X^W^, \p etant une constante. L'egalite precedente nous donne 
pour 1 = 1^ 

=/ 



p 



Done 

An— Ap> 



et noire proposition se trouvc ainsi etablic. 

11 ne nous reste plus maintenant, pour tirer parti du theoreme de- 
montre dans le present paragraplie, qu*a etudier les caracteres de 
convergence de la serie 

51 A W 

C'est ce que je vais faire, en supposant connu le principe de Diri- 
chlet. 

59. Supposons que la fonction 4> possede des derivees partielles de 
tous les ordres par rapport a m et r. 

Appelons U la fonction, harmonique a la fois dans T et dans T', qui 
prend sur S les valeurs $. II est clair, d'apres les hypotheses faites 
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sur $ et sur S, que les derivees -^ et ^— existent, sont continues et 

ont, par rapport a m et v', des derivees partieiles des divers ordres. 
Formons alors les coefBcieats 

On peut ecrire 

en tenant compte de la relation 

et en appliquant la formule de Green. Posons 

\dni drig) 

On a 

XpTTZ p / ^^\pd(3. 

Appelons maintenant U, la fonction, harmonique a la fois dans T et 
dans T', qui prend sur S les valeurs $,. Soit 

* \ dfli d/te J 

On trouve, par un calcul semblable au precedent, 

\p^ ^ f ^iVpdff. 

Rien n'empeche de continuer ainsi indefiniment. Les fonctions suc- 
cessives 0„ ont toujours des derivees par rapport a w et t^. Soit, en ge- 
neral, 

Ap ^ ~ f <P« V;, da. 

Les hypotheses faites sur S et 4> nous permettent d'affirmer que |$„| a 
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une limite superieure assignable a„; d'oii 



^P 

en vertu de I'inegalite de Schwarz. Le terme 

est alors de Tordre de grandeur de 

I 

au plus, c'est-a-dire encore de Tordre de grandeur de 



Prenons n = 5. On voil que la serie 

est absolwnent et uniformement confer gen te. 

Remarquons que le terme general de cette serie est infiniment petit 
d'ordre superieur a tout nombre entier et positif donne. La serie 

est done, elle aussi, absolument et uniformement convergente, quel 
que soitle nombre positif a. 
La serie 

2A^V^ 

est absolument et uniformement convergente; done, d'apres le theo- 
reme du n'^ 58, elle a $ pour somme. Alors, on pent ecrire evidem- 
ment 

en vertu du theoreme de Harnack. 

Ainsi, la fonclion^ harmonique dans T et dans T', quiprend sur S les 
valeurs $, peut itre developpee en serie de fonctions harmoniques simples, 
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qui son t les fonctions harmoniques fondamentales. Nous obtenons de 
la sorte une expression analytiquc de la fonction qui resout le pro- 
bleme de Diriclilet, et il est bon de remarquer que le meme developpe- 
ment est valable pour les problemes interieur et exterieur. 
Posons maintenant 

a — iA ^ V 

La nouvelle serieest encore absoiument etuniformementconvergente. 
Or, on a 

i— ^ • 

r 






Done 






La fonction U, solution du problemc de Dirichlet tant interieur qu exte- 
rieur, se presente sous la forme du potentiel newtonien d'une simple couche 
de matiere attirante repandue sur la surface S. 

60. II est facile de generaliscr les resultats que nous venons d'ob- 
tenir. Conservons les hypotheses relatives a S, mais supposons seu- 
lement, desormais, que la fonction <P soit continue, sans qu'elle ait 
forcement des derivees. 

Proposons-nous de construire un potentiel newtonien W de simple 
couche, defini pour toute valeur positive du parametre t qu'on pent 
regarder cornme representant le temps, verifiant en tout point de S et 
pour toute valeur positive de / la relation 







r/V 


d\' 


f}y 






drti 


^ dnc 


-dt' 


et se reduisant sur 


S 


pour t 


o a $. 




Soit 










• 




<D 


2A,,V 


/'■ 


On a cvidemment 














W ^ 


:^A^\v, 


e-\'', 



et cela suppose seulement que O a des derivees de tons les ordres, 
d'apres ce que nous avons vu plus haut. 
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Pour passer de ce cas particulier au cas general oil la fonction O est 
supposee simplcmcnt continue, un Icmme nous est necessaire. 

Soit 

|^l<a. 

Je dis que Ton a 



.W|<a. 

En effet, posons 

Les fonctions t et sont harmoniques dans T et dans T' pour toute 
valeur positive du temps /. A I'infini, ces fonctions prennent la valeur 
positive constante a. Sur S, poiir / > o, on a 

dO dB' de 







dx dx' dx 
dfii drig dt 


et pour / 


— o, 


rlo. 






drii dfie dt 



eio. 



Je dis alors que ni t ni ne peuvent prendre de valeurs negatives. En 
efTet, lorsque / va en croissant a partir de o, t et varient en chaque 
point de Tespace a partir d'une valeur positive, qui est au point choisi 
celle de Tune des deux fonctions harmoniques prenant sur S les valeurs 
positives a — $ et a-t-O. Si done t ou G venait a prendre des valeurs 
negatives, il y aurait un certain point de I'espace en lequel, a un cer- 
tain instant positif, t ou aurait un minimum negatif encore decrois- 
sant. Ce ne pourrait etre ni dans T ni dans T', a cause d'une propriete 
bien connue des fonctions harmoniques. Ce ne serait pas davantagea 
rinfini oil t et 6 conservent une valeur constante et positive. Ce serait 
par consequent en un point de S. En ce point, on aurait 



ou bien 



dx dx' ^ 
drii dfic ~ ' 




dQ dS' . 
dfii d/ig 


d9 ^ 
dt<''^ 



a rinstanl / considere. Mais cela est incompatible avec les equations 
ecrites plus haut. Done 

T > O, d>0 
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ct, par suite, 



W I < a. 

La proposition annoncee estetablie. 

Revenons alors a notre probleme. Concevons la function continue * 
(leveloppee en serie absolument et uniformement convcrgente 

P/ represcntant les valeurs prises sur S par un certain polynomc entier 
on x^y, 5. Nous avons vu (n*'20) que cela est possible et que Ton 
peut s'arranger de facon que 

lPi|<£/, 

le nombre positif £/ etant le terme general d'unc serie convergente. 
Appelons enfin W^'^ la solution de notre probleme auxiliaire quand on 
prend <P = P/. 

Le polynomc P/ a, par rapport a w et r, sur S, des derivees continues 
de tons les ordres. On peut done calculer W^'\ Soit 






K,i= / P/V/,e/(7. 



On a 

Mais Tinegalite 

|P/l<e/ 

entraine, en vertu du lemme de tout a Theure, 
Done, la serie 

est absolument et uniformement convergente dans tout Tespace et 
pour toute valeur positive on nulle de t. Soit W sa somme : c'est une 
fonction continue dans tout Tespace pour toute valeur positive ou nulle 
de t et cette fonction s'annule a Tinflni. 
Soit 



La serie 



suR l'integration des equations de la ciialeur. 75 

est absolument et uniformemenl convergente pour / > o. Or, on a 

Done la serie precedente pent s'ecrire 

ou, comme cette serie double est absolument convergente 

e'est-a-dire enfin 
On a done 

Done, la fonction W est un potentiel newtonien de simple couche ve- 

rifiant sur S la relation 

ifV d\' d\ 



dfii dric Ot 

Cela resulte de ce que Ton a 

la nouvellc serie etant encore absolument et uniformement conver- 
gente pour < >• o, et de ce que, par suite, on peut ecrire dans la meme 
hvpothese 

^ — 4^4^-7' 

comme le montre une discussion bien simple. 
Cela pose, on a aussi 

Comme cette serie est absolument et uniformement convergente pour 
toute valeur posilwe ou nulle de /, on voit que W se reduit sur S pour 
/=oa O. 

La fonction W est done la solution de notre probleme auxiliaire. Bien 
que la serie 
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ne soil valahle que pour f^ o, on est cependant assure que W tend vers^ 
sur S lorsque t tend t)ers zero, sous la seule condition que la fonction O 
soit continue, 

Tirons tout de suite de la une premiere consequence. Supposons 
que la serie 

soit convergente : nous ne supposons plus qu'elle le soit uniformement. 
Posons 

Soit p„ la plus grande des quantites 

Posons 

Un theoreme bien connu, du a Abel, nous permet, puisque les 
nombres ^^ croissent avec leur indice, d'ecrire 

I Rn I < P/, ^-^'' '. 

On a done 

R«|<P/„ 



i^ouvtpositifounum.^\spn ^^nJ vers zero, par hypothese, quand n 
augmente indefiniment. Done la serie 

converge uniformement par rapport a /, pourvu que t soit positif ou 
nuL On conclut alors de la que 

Ainsi la serie etudiee a O pour somme pourvu quelle soit convergente, 
m4me sicette convergence n^ est pas uniforme, 

61. Reprenons la fonction 
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qui, sur S, se reduit a P, pour / = o. On a evidemnient 
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~57" 



= -lpip^p,^\pe-^p'. 



Appelons U/ la fonction harmonique qui prend sur S les mernes valeurs 
que P/. La serie 

est convergente, puisque P, a sur S des derivees de tous les ordres. 



Done 



^W('> 



se reduit sur S pour / = o a 



, diJi 



-r-^' Soit p, une limite 



superieure du module de cette fonction. D'apres un lemme etabli plus 
haut, on a 



pour/^o. Or 



dt 



<h 



W(')(^,y, -, t) - W(0(^,y, 5, o) =r ^ 






(^,7,5,/'), 



/' etant compris entre o et /, d'apres la formule des accroissements 

finis. On deduit de la 

|W(')-U,|<£, 

si Ton prend 

En resume, lorsque / tend vers zero, W^'^ tend uniformement vers U,. 
Cela pose, on a, sur S 

V - U r=I V(0_- 2p.=z S(V(*')- P,-) -\- R( V(0) _ R(P,), 

en appelant U la fonction harmonique qui prend sur S les valeurs O et 
en designant par les caracteristiques S et R la somme des n premiers 
termes et le reste correspondant dans les series considerees. On pent 
prendre n assez grand pour que Ton ait, quels que soient (^,j, z) 
sur S, 



Cela entraine 



|R(P.)I<|- 



|R(V<'M|<|. 
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Maintenant, quand / tend vers zero, d'apres ce que nous venons de 
voir, n etant a present fixe, S(V^'^) tend uniformement vers S(P,). 
Done, on peut prendre / assez petit pour que 

|S(V(0)_S(P,)|<|. 
On a alors 



et, par suite, 

W-U|<£. 



Done W lend uniformement vers U lorsque / tend vers zero. 
Cela pose, soit(^,v, s) un point interieur a T. Soit (a?',y, 5') uni 
point de S, centre de gravite de da, Posons 

Cherchons le developpement de - en serie procedant suivant les fonc- 
tions fondamentales, {x\y\ z') etant les variables. Soit 



Nous Savons que ce developpement est possible (n® 59). On a 
d'oii 



D'autre part, on peut ecrire (n** 59) 

A 



a^Ik: 






quel que soit Tentier positifa. Danscette formule, A depend de a et 
de X, y, z : cette quantite reste finie tant que le point {x,y,z) reste a 
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rinterieur de T. On deduit de la 

|w,i<L 

B etanl une nouvelle quantite analogue a A. Fixons a superieur a /[. 
Aiors B ne depend plus ni de a ni de p, mais seulement de (^, j, z), 
Soit T| un domaine quelconque contenu dans T : la fonction B(a;, y, :;) 
a dans T, une limite superieure C. 

Appelons$ une fonction continue quelconque de (w, {^), Posons 



La serie 






1\ W 



est absolument et uniformement convergente dans T,, en verlu de ce 
qui precede. Mais T, est quelconque dans T. Done, si Ton ecrit 

U est une fonction harmonique dans T. 
Prenons maintenant 

Nous Savons que, lorsque / tend vers zero, W tend uniformement 
vers la fonction, harmonique dans T, qui prend sur S les valeurs 4>. 
PlaQons-nous dans T|. II est clair que W tend alors aussi vers U. Done 

la fonction 

U = 2A^W„ 

est la fonction, harmonique dans T, qui prend sur S les valeurs O. 
On verrait de meme que la fonction 

U' = lApW'p 

est la fonction harmonique dans T', qui prend sur S les valeurs $. 

La solution generaledu probleme de Dirichletestainsi obtenue, con- 
formement aux idees de Lame, par une serie de solutions simples. II 
ne pent du reste exister qu'un seul developpement de cette forme. 

En raison de ce que nous venons de voir, je conviens d'ecrire 
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nieme si la fonction O est simplement continue : il est clair, en effet, 
que cette serie, bien que divergente, pent etre maniee, au point de 
vuo du calcul algebrique ou du caicul integral, comme une serie abso- 
lument et uniformement convergente. 
Je termine par une remarque. On a 

r 
dansT,. Reprenons la serie 

Soit D(U) une derivee quelconque de U. Les theoremes classiques 
sur les fonctions harmoniques nous apprennent que Ton a 

|1)(W^)|<^^, 

C etant une constante, dans un doinaine T2 tout entier interieur a T,. 
On conclut aisement de la 

D(U)=:2;A;,[)(w^). 

D'oii Ton voit que I'on peut obtenir les derivees successives de la fonc- 
tion U par derivation terme a terme de la serie qui represente cette fonc- 
tion. Cette proposition est d'ailleurs vraie pour tout domaine T2 con- 
tenu dans T et pour tout domaine T^ contenu dans T'. 



IV. — Diverses classes de fonctions fondamentales. — La classe principale. 
Propriet^s particuli^res des fonctions de cette classe. — Applications: 
la m^thode de Neumann et la m^thode de M. Robin. 

62. Je me propose tout d'abord de generaiiser la notion des fonc- 
tions harmoniques fondamentales. 

Ces fonctions se reduisent, quand certaines conditions sontrem- 
plies, aux fonctions appelees aussi fondamentales par M. Poincare et 
signalees par ce geometre a la fin de son Memoire sur la methode de 
Neumann et le probleme de Dirichlet ( * ). 



(') H. Poincare, Acta mat/iemntica, 1896, Chap. VI el VH. 
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J'aurai a prouver cette identite. J'en deduirai enfin la solution des 
problemes proposes par M. Poincare a Tendroit que j'ai cite. 

Jc me bornerai, pour simplifier, a considerer le cas oil la surface S 
est formee d'une seule nappe continue. On constatera plus d'une fois 
rinutilite de cette hypothese et la generalite des conclusions obte- 
nues. J'ajoute que, lorsque cette hypothese paraitra jouer un role 
effectif dans les raisonnements, ce role ne sera jamais essentiel : 
quelques modifications, dont la possibilite ne fait aucun doute, aux 
lemmes que j'utilise permettraient certainement de traiter le cas ge- 
neral. 

63. Soil 9 une fonction donnee, definie et continue en tout point 
de S, verifiant la double inegalite 

oil a, p sont deux constantes positives. 

II existe un ensemble denombrable de nombres positifs, qui crois- 
sent indefiniment avec leur indice : 

^l» tiy C3> • • • > tpj • • • 

auxquels correspondent des potentiels newtoniens de simples couches 
portees par S : 

qui jouissent des proprietes suivantes : 









tp — J/>4- Op, 



Pour etablir Texistence de ces nouvelles fonctions W^, il faudrait 
suivre une marche exactement pareille a celle des Chapitres prece- 

Ann. de l*P.c. Sormnte, 3* Seric. lome XV. -i- Mars 1898. ' I 
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dents. Je n'insisterai pas sur ce point, qui est evident, et je me con- 
tenterai aussi d*affirmcr que les nouvelles fonctions fondamentales, 
comme les anciennes pour lesquelles on avait 9 = 1, peuvent servir a 
former des series qui representent la solution du probleme de Diri- 
chlet. D'unefaQon generale, tout ce qui a ete demontrdpour les anciennes 
fonctions W^ est encore vrai des nouvelles, sauf V introduction de 9 oii il 
faut; et, sauf de minimes changements dans les calculs, on le prous^erait 
de la mime maniere, grace aux inegalites que lafonction 9 est supposee 
vdrifier, 

A chaque fonction 9 choisie, correspond une classe de fonctions 
harmoniques fondamentales attachees a la surface S. Si Ton prend la 
fonction 9 proportionnelle a la densite de la couche electrique qui 
serait en equilibre sur la surface S supposee conductrice, on a ce que 
nous nommerons la classe principals C'est cette classe que nous allons 
etudier. 

64. Dans le cas de la sphere, la densite de la distribution naturelle 
de Telectricite est constante. Les fonctions de la classe principale cor- 
respondent alors a rhypothese 9 = 1. Soit Xp une fonction spherique 
fondamentale d'ordre n. Supposons le rayon de la sphere egal al'unite 
de longueur et considerons la fonction W^ qui coincide avec p^X^ a 

rinterieur de la sphere et avec -^^^ Xp a I'exterieur. Je dis que W^ 

est une fonction harmonique fondamentale de Tespece que nous etu- 
dions. En effet, on a 



Or 



Par suite 



dVp dWp 
drij dp 


drie dp 


d\; d\p 
dp dp 


— (2/J -hl)Xp. 


<^P^dW' 


71 _4- n V — n. 



drii dfic 



p 



Doii 



et Ton salt que les autres relations requises sont aussi verifiees. Ainsi 
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les fonctions harmoniques fondamentales de la classe principale coin- 
cident dans le cas de la sphere avec les fonctions de Laplace. 
Considerons maintenant rellipso'ide 



•^ 1- . I 



a^ b^ c*' 



La densite de Telectricite en equilibre sur cet ellipso'ide est propor- 
tionnelle en chaque point a 



I 



v/ 



X* y* z^ 



a> b'' c* 

e'est-a-dire a Tinverse de la distance normale de Tellipsoide considere 
a I'ellipsoide homofocal infiniment voisin. 

Passons en coordonnees elliptiques (X, [jl, v), I'equation X = X^ re- 
presentant Tellipsoide donne. 

On sait que Lame a defini des fonctions 

L(X), M(fjL), N(v), 

telles que le produit LMN soit harmonique a rinterieur de Tellip- 

soide. 

Liouville a prouve Texistence d'une autre fonction L'(X) telle que 

le produit 

LMN 

prenne sur Tellipsoide la meme valeur que LMN, soit a I'exterieur du 
meme ellipso'ide une fonction harmonique et se comporte a Tinfini 
comme un potentiel newtonien. La fonction qui coincide avec LMN a 
rinterieur de Tellipsoide et avec L'MN a Texterieur est alors le poten- 
tiel d'une couche simple de matiere attiranle repandue a la surface de 
rellipso'ide. H y a d'ailleurs un ensemble denombrable de pareilles 
fonctions, que j'appellerai VV^; ces fonctions sontconnuessous le nom 
de fonctions de Lame, 

Gomparons k Tellipsoide donne X^, les deux ellipsoides homofocaux 
infiniment voisins X^ -f- rfX et X,, — rfX, d\ etant une constante. Soit dn 
la distance normale entre deux points correspondants pris Tun sur 
Tellipsoide donne et Tautre sur un ellipsoide homofocal infiniment 
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voisin. 11 est clair que dn est proporlionnel a 

comme le montre d'aiileurs un calcul facile. 
Cela pose, on a 



d'oii 



drii 


rf). 

diii 




dric 


dl 
d/tf 


OK 

df. 


d\p 
drif 




dfii 


"""^^"^ M(^) 


N(v: 


). 


r/v; 


— - -4- 


dk 


rfL'O.,),.,,^, 


NCv 


\ 



dn. 



Or 



Vp = L(X.)M(f*)N(v) = L'(Xo)M(fx)N(v). 
On voit par la que i'on pent ecrire 

en posant 

I 

? = 



V «* "^ ^' "^ c^ 

et ^p etant une constante, car 

d\ dl 

sont, d'apres nos remarques, des quantites inversement proportion- 
nelles a la distance normale de Tellipsoide "k^ a rellipsoidc homofocal 
infiniment voisin. 

D'autre part, les autres relations que doivent verifier les fonctions 
harinoniques fondainentales sont, comme on sait, verifiees ici. 

Les fonctions de la classe principale se reduisent done dans le cas de 
rellipsoide aux fonctions de Lame. 

Ainsi nos fonctions harmoniques fondamentales, quand il s'agit de 
la classe principale, sont des generalisations des fonctions de Laplace 
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et des fonctions de Lame, dont on connaissait deja Tapplicalion a la 
resolution du probleme de Dirichlet ('). 

65. Voici, d'unc faQon precise, comment nous choisirons la (one- 
tion 9 dans le cas de la classe principale. Soit P la fonction, harmo- 
nique dansT, qui prend sur S la valeur i; c'est le potentiel newtonien 
du a Taction d'une simple couche de matiere attirante repandue sur S, 
Tattraction etant nuUe en tout point de T. Nous prcndrons 

Nous avons vu que cette expression admet une limite superieure finie 
et une limite inferieure non nuUe. 
Dans ce cas, on a evidemment 

k etant une certaine constante choisie de fagon que 

La premiere f one lion fondamentale est alors le potentiel d'une couche 
electrique en equilibre sur S. 

On a, en general, 



W^:zr-^'i / ^V(7 






et 



/' 

•^(S) 



^\ p\qdfj =rO. 



Faisons q =^\. Ilvient 

\ p dfj = o. 






pour toutes les valeurs de p a partir de p =^ i. Done la masse totale qui 
engendre le potentiel W^ est nulle. 



(>) On peut faire la m6me remarque au sujet des fonctions toroldales dc M. Neumann, 
^tudi^es par M. Hicks {Philosophical Transactions, i88i) et par M. Boulgakoff {L'^clai- 
rage Electrique, 1897). 
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Posons encore 



(T) 



'■'■'= Lr-^'-^-- 



(•ft 

La formule de Green pcrmet d'ecrire 



d'oii 



•'p.7 "^ ^P 






(S) 

d'apres la definition de V^. Finalement 
pourvu que/7 et y soient differents. 



66. On a 

dn. 






Si a est un entier positif qiielconque, on pent ecrire Tegalite precc 
dente sous la forme 

Or, la formule de Green donne 



X, dn, ^"^'''^-J/ dn. 



f p«A(w;w;)rfT'- r \\'„\\':,MP')dz'. 



4- 

D'oii 



(T'l 
— 5C(5C — I 



)£w;w;P-2(|^)'''^'=o. 



suR l'integration des equations de la CHALEUR. S'j 

en tenant compte des relations 

Ps=i, AP = o, AWp=o, A\V,= o, C <f\pW^dfj = o. 

Or 

en vertu de la formule de Green. Done 



2 



'-..='X/"2^'^*'-'<'->X,--*-'-'2(^y*'- 



Cette egalite a lieu, quel que soil a. On pent done faire croitre a indefi- 
niment et ecrire 

Calculous chacun des termes du second membre. 

D'abord (n*^41), on peul assigner une constante positive N, telle 
que 

2d dx' dx' 

Le module du premier terme est done moindre que 



< N dans T'. 



N r P« dr'. 



Comme P est inferieur ou au plus egal a i, il est clair que cette ex- 
pression tend vers zero, quand a augmente indefiniment. 

Evaluons maintenant la limite du second terme. Parlageons T en 
deux parties, Tune T', comprise entre les deux surfaces : 

S P=:l, 

S' Pm- ^, 

Tautre T', s'etendant depuis S' jusqu'a Tinfini. On pent supposer a 
assez grand et, par suite, S'assez voisine de S, pour que le domaine T', 
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soit contenu dans la portion de Tespace ou les surfaces de niveau 
P = const, et les lignes de force sont bien regulieres. 
Posons 

On a manifestement 

A etant une certaine constante independante de a. On voit par la que 
H tend aussi vers zero. 
Finalement, on a 

Considerons les surfaces equipotentielles P = const, et leurs trajec- 
toires orthogonales. Soient dd un element d'une surface de niveau, 
ds un element d'une ligne de force. 

Comptons les arcs s dans le sens des potentiels P decroissants. On 
pent ecrirc 



2(^V=f!!i=V. ■<.=rf,*, 



d'oii 



djc' J \ ds I 



2j;,., = - llm«(a - I) /" f P"-' W^wJ^Ydcrds. 



Or 



;.v) *- {Vi 






ds 



D'oii 



--^ 



Jr voi' r ()V 

f / p^-Mv;,w;/^^cr^p, 



2 designant une des surfaces de niveau. 
Posons 



F(P)=|^w;,w;^rf.. 



/ 
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II vient 

2j;,,^ = lima(a"i) / P«-«F(P)6^P. 

y a' 

Soil P' une valeur de P comprise entre i et i - y:--- On a 

F(P) = F(.) + (P-.)^^UilV- ^^, 

(I'apres la formule de Taylor limitee au Iroisieme terme. 
La relation 

J? ^ P ^1 cf(j:=LO 

nous donne 

F(i)=o. 

Calculons — ;it>-^- Soient P le parametre qui correspond a la surface 

1 et P H- rfP celui qui correspond a une surface 1' voisine de 2. Si dV 
est posilif, 1' est plus rapproche de S que 2. On a 



F(P)=|^(w;w;,)^(f)^^., 



F(P-^./P)=j^(w;,w;)^,(^)^ 



m d,. 



les indices indiquant que Ton prend les valeurs des fonctions qu'lls 
affectent en un point de 2 ou de 2'. Or la propriele caracteristique des 
tubes de force nous donne 



d'oii 



F(P4-^P)-F(P) /' (^^'^^^7)s,-(^)'^^'v)v/(^p\ 



=x 



^ )dr;. 



rfP -/v, dV \ds)-£ 

c'osl-a-dire 

F(P-t-rfP)_F(P) r ^^^''■"^'"^z- ^^"-"^'"h . 



^(Z) 



c/P -J,^, ds 

Ann. de I'Ac, Nonnale. 3* Seric. Tome XV. — Mars 1898. 13 



<)o 



On conclut de la 
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rfF(P)_ fdiW.W,)^^ 






cin. 



el, par suite, 






On peut calculer de meme bien aisemcnt 



d^¥ 



d^F 
dP^ 



= 2 







D'ou I'on tire qu'il existe une limite superieure A de 
Finalement, on a 



d*V 
dP* 



F(P)=-2(i~P)j;,,,-i- 



2 



r/P» 



d'ou 



4J/,.v I I + Lima 






px->(,_P)^ti 



V a' 



Calculons chacune des limites. 

La valeur absolue du second membrc csl moindre que 






V^a* y/a* y/a' 






Ce second memhre tend done vers zero. 
Maintenant, on a 

a(a- i) ^ P^-^{\-P)dP>o, 



*■ v = \- 



^f~. 



V 



La quaniite entrc crochets dans le premier menibre est done supe- 
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rieure a i . Mais le premier membrc doit tendre vers zero, puisqu'il en 
est ainsi du second. On a done 

Or 
Done 

Ainsif les deux quantiles Ip^g et J' sont scparement nulles. 

De ce theoreme vont resulter plusieurs consequences. Je vais les 
exposer rapidement ( ' ), en conduisant d'abord les calculs, pour abre- 
ger, comme si toules les series qui se rencontreront efaient absolu- 
ment et uniformement convergentes. Je dirai en terminant (n^ 71) 
comment les resultats que j'obtiendrai ainsi sont cependant rigoureux. 
D'ailleurs les remarques faites a la fin du n^ 61 suffisent a elles seules 
pour juslifier ce qui suit. 

67. Formons Texpression 

diii diic 

X etant une certaine constante laissee indeterminee pour le moment. 
Soit 9 la quantite — -r—- Ecrivons le developpement en serie : 



e 



i(S-*S)=2''.v,. 

On a 
ou 

B7— o, 

quel que soit X, pourvu que q soit distinct de/?. 



(*) Voir H. PoiNCARE, Sur la m^tliode de Neumann et le probleme de Dirichlet {J eta 
mathematica, 1896). 
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Choisissons maintenant X de fa?on que B^ soil nul. On doit prendre 

Jip — AJ j^t=z o, 
Oil 

A — A,, — -jp 5 

et hp est bien determine, ear J'^^ n'est nul pour aucune valeur de />. 
Tous les calculs precedents sont legitimes. En effet, 9 ne s'annulc 
jamais et Texpression etudiee, etant continue, est bien developpable 
en serie de la forme voulue (n*^ 61). 



Finalemeni, posons 



'n — jr- • 
"'IP 



On a 



cfn, ^ ciiic 



sur S. 



11 est clair qu'on pent, en multipliant chaque fonction W^ par un 
facteur convenable, s'arranger de fa^on que 

On a alors 

Tous les \p sont reels et positifs. 

On a manifestement X, — o. Mais aucun autre nombre \p de rang 
determine n'est nul ou infini. 

Cela pose, la formule de Green donne 

d'oii 

D'autre part, les raisonnements duChapitre II permettent, pour/? ^2, 
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d'assigner une limile inferieure non nulle a toiites les quantites |-^'- 

Done Xp est au moins de Tordre de j-- 

Dans le cas oil la surface S est simplement connexe, M. Poincare a 
montre {loc. cit,) que les >^^ sont necessairement tous compris cntre 
deux nombres positifs determines. Cette proposition est bien proba- 
blement generale; mais je n'aurai pas a m'en servir. 

Enfin I'application des procedes du Calcul des variations a Tetude 

du rapport -=7 conduit a penser que les>^pformentune suite croissante. 

Toutefois, je ne me preoccuperai pas de transformer cet aperQu en 
demonstration rigoureuso, les inegalites etablies ci-dessus devant me 
sulfire. 

En resume, les fonctions signalees par M. Poincare au Chapitre Vf 
( n** 1 ) de son Memoire surla methode de Neumann et le probleme de Diri- 
c/ilet coincident avec les fonctions harmoniques fondamentales de la 
classe principale. Leur existence est done prouvee et leurs proprietes 
sont connues. Voyons-en rapidement quelques applications. 

68. Soit$ une fonction continue arbitraire des coordonnees {u^s^) 
d'un point de S. Nous savons (n" 61) que Ton pcut developper$ en 
serie procedant suivant les fonctions fondamentales et maniable comme 
une serie absolument et uniformement convergente. On a 



4>=z2A^\„ 



avec 



A;, rcpV;,^cr= f ^<b\,dr,. 



(S) ''(S) 

Cette serie represente en realite la fonction barmonique qui se re- 
duit a $ sur S. 

Le calcul des coefficients A^ peut encore etre conduit d'une autre 

dW 
fagon. Multiplionspar -j-^ etintegrons. En tenant compte des relations 

il vienl 
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si les fonctions W^ ont ete multipliees par des facteurs tels que I'on 
nil J.,^ = I : c'est ce que montre d'ailleurs Tegalite evidente 






La serie 



2A„W„ 



rcpresente un potentieldc simple couche qui prend surS ies valeurs$. 
Soit mainlenant W un potcnticl de double couche. On sail que Ton a 

XT xr, dY d\' 

V — V'^o, -J h -J— — o. 

Cettefois, il faudra deux series dislinctes pour representerW. L'une 
sera valable dans T, I'autre dans T. 
Posons 

w = 2 A,,w, , w'-^ 2 a;, w ;,. 

On en deduit 



dW ^ . dS.. d\' ^^ ., dV', 



; ^ '' dUi d/ie ^ 



n 



dUi ^ ' dtii d/ig Jmd '' dn^. 

dV 

En effet, -7— par exemple etant une fonction continue de (//, r), on 



pent ecrire 



I ^V 



? 






On a 



B.= 



Or 



dV., 



dni 






d'oii 






da 



/■ 9 V^ dry 
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c'est-a-dire 



Par consequent 



B — — -^-^ A 



dV ^,. .- ^ . dVf, 



On etablirail de menfie Tegalite 

dV' V w dV' 



^"^ _ V A' 



dn 



e 



Chacune des equations precedentes est puremeni symbolique, car les 
series du second nfiembre peuvent elre divergenles; ces equations 

expriment seulement la possibilite du developpement de - 3— et de 
- -7— suivant les fonctions fondanfien tales, d'apres les formules 

I dV _ Y ^p'^p 4 y 

I dV ^ f 



L _ — _ V _!/'_ A' V 



entendues au sens du n** 61. Toutcs les series qui viennent d'etre 
ecrites sont d'ailleurs visiblement maniables comme des series absolu- 
ment et uniformement convergentes. 



Mais on a 



^V' . ^V' dV d\ 



'■='^P^^ ^-^^^=0, 



c 



drii ' diic drii dn 

d'oii 

La nouvelle serie est encore semblable a une serie absolument et uni- 
formement convergente. On peut done integrer termc a terme, apres 
multiplication par V^,. On trouve ainsi 

Ay,).p-f- A),=: O. 

Done 
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Telle est la representation d'un potentiel de double couche. Cela sup- 
pose evidemment (pour assurer la legitimite des developpemenls en 
series) que la surface S est reguliere et que la densite de la double 
couche presenle certains caracleres de continuite sur lesquels je n'in- 
siste pas. En outre, dans tout ce qui precede, je raisonne sur les fonc- 
tions W^, telles^que J',^,= i. 

Proposons-nous de voir que la methode de Neumann pour la solu- 
tion du probleme de Dirichlet reussit quel que soit I'ordre de con- 
nexion de S. La demonstration classique ne vaut que pour les surfaces 
convexes (*). M. Poincare I'a etendue aux surfaces simplemcnt con- 
nexes (^). Je vais faire voir qu'elle est generale. Nous obtiendrons 
ainsi une nouvelle expression analytique de la fonction harmonique W 
qui prend sur S les valeurs $. Ce ne sera plus par un potentiel de 
simple couche, mais par un potentiiel de double couche. Mais il est 
clair que nous ne pouvons pas nous servir de cette expression pour 
demonlrer le principe de Dirichlet, c'est-a-dire Texistence de W. 

Soit X une constantc. Cherchons une double couche portee par S 
dont le potentiel W satisfasse a la condition 

(I) V — V'=:X(V-hV)-h2*• 

N0US donnerons a ce probleme le nom dc Probleme de Neumann. Si 

Ton fait 

>. — I, 

on a 

et le probleme exterieur de Dirichlet est resolu. Si Ton fait 

on a 

et c'est le probleme interieur de Dirichlet qui est resolu. 



( • ) II. Poincare, Th^orie du potentiel ncwtonieny Chap. VIII. 

(') H. P01NCAR6, Sur la methode de Neumann et le probUme de Dirichlet (Acta rna- 
thematica, 1896). 
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Posons, conformement aux remarques faites plus haul: 

La condition (i) nous donne 
d'oii 

et le probleme de Neumann est ainsi resolu (n^ 71). 

Les Xp sont positifs, sauf X, qui est nul. On pent done toujours 
faire X = — i ; les coefficients B^ restent finis. On a alor§ 

Le probleme de Dirichlet interieur peat toujours Sire resolu au moyen 
d'un potentiel de double couche. 

II n'en est plus de meme pour le probleme exterieur. Faisons X = i . 
11 vient 

On voit qu'une condition est necessaire : 

Ai=io. 
Cela equivaut a 

(S) 

Dans ce cas seulementy le probleme de Dirichlet exterieur peut Stre 
risolu par un potentiel de double couche. 

Cela pose, la methode de Neumann consiste a developper la solution 
du probleme de Neumann en serie ordonnee suivant les puissances 
deX 

Ann.de l*Kc. Normale. 3' Serie. Tome XV. — Mars 1898. 1 3 
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On constate aisement alors que les W'^^ sont des potentiels de doubles 
couches; la densite de la double couche qui correspond a W<"^est — $, 
celle de la double couche qui correspond a W^^*^'^ est 



271 



Les W^^^ sont done facilcs a former de proche en proche. Tout revient a 
etudier la convergence, pour X = ± i , de la serie precedente dite serie 
de Neumann, 



On a 



(i-^p)^ . 



I -^- X„— X(i - X„) -^(14- Xp)^-^ 






d'ou 









a rinterieur et 



Wi^' 



(7) — _ V (1^-Lp 



I — X„\'?2A„X„W 



p'^p " ^ 



I -+-X, 



a Texterieur. 
Faisons 

Etudions la serie 
Faisons aussi 

et etudions la serie 

Si Ton a 



X =: — I. 



2(_,)7Wi^'. 



X=4-i 



IW/'. 



(S) 

le terme en X, n'existe nuUe part. Toutes les quantites 
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sonl inferieures a i a partir de p = 2. fl n'y a alors aiicune difficulte, 
comme on le voit, en considerant la serie double absolument conver- 
ge nte 



22 









Dans ce cas, la methode de Neumann donnc la solution du probleme de 

Dirichlety quelle que soil la forme de la surface S. 

Supposons maintenant que $ ne verifie pas la condition preccdente. 

Posons 

= <^ -hC. 



Supposons que 



Alors 






(S) 



C = 






Posons 

W =1 W -i- w 

avec 

v,-v,= x(v,-+-v,)-+-24>', v;-v; = x(v;-+-v;)-i-2C. 

On peut calculer W par la methode de Neumann, et c'est un poten- 
tiel de double couche. Quant a W, c'est evidemment le potentiel 
d'une simple couche en equilibre electrique sur S. II est clair que W 
peut etre regarde dans T comme le potentiel d'une double couche 
homogene. 

Voici, finalement, les conclusions que nous pouvons formuler : 

Pour le probleme interieur, la solution W peut toujour s 6tre re gar dee 
comme un potentiel de double couche. 

Pour le probleme exterieur, la solution W peut toujours Stre regardee 
comme la somme d'un potentiel de double couche et d'un potentiel de 
simple couche, ce dernier e'tant du a une couche d'electricite distribuee de 
fuQon a Hre en equilibre sur S . 

Si Von a 

la methode de Neumann est applicable. 
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On voit, par i'exemple qui precede, que la consideration des fonc- 
tions Iiarmoniques fondamentales attachees a une surface fermee peut 
etre de quelque utilile dans la theorie du principe de Dirichlet. Nous 
allons voir maintenant qu'elle peut conduire a la resolution de cer- 
tains problemes autres que le probleme de Dirichlet. 

69. Voici le probleme que nous allons chercher a resoudre : trouver 

une fonction W, harmonique a la fois dans T et dans T', qui verifie soil 

la relation 

d\ 



dtXi 

soil la relation 

dW 

dn 



= *, 



=«i», 



c 



en tout point de S. La fonction inconnue W devra etre, en outre, un 
potentiel de simple couche. 

Ici encore, la solution est depuis longtemps connue si la surface S 
QSiiconvexe. M. Poincare a traite le cas d'une surface simplement con- 
nexe quelconque. Par un procede plus rapide, je vais resoudre le 
meme probleme pour une surface S dont Tordre de connexion est ar- 
bitraire. 

Reprenons les fonctions fondamentales W^, en supposant que Ton 
ait 

J,p=: I. 

On a 



diii 
Ct 



5^-^?p9V.==o 



drii '^ drie 



d'oii 

dn, i-^lp^ ^ 

en tout point de S. 

Soit$ une fonction continue arbitraire de (//, v^). On sait que 9 jouit 
de la meme propriete et ne s'annule jamais. On peut done ecrire 
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ou bien 



* » 



• « 



c 



en posant 






I 



p 



La convergence est, de plus, absolue et uniforme, au sens du n*^ 61. 
Multiplions par V^ et inlegrons. II vient 






» - • 






Le calcul des A^ est immediat. 

Cherchons alors une simple couche portee par S dont le potenticl W 
verifie la relation 

drii ci/ic \dni d/icj 

Soit 
II vient 

d/ii ~ Zd ^P diii ' dn, '~Ad ^P dn, ' 

On pent ecrire 

La relation (i) donne alors 

B - '^-^ 

et le probleme propose est resolu. On a 

w = 2 y — ^ — ^, — =^, w,„ 

evidemment; la verification ne presente aucune difficulte (n^ 71). 
Les \p sont positifs. On pent toujours faire 

X3=4- 1. 



9 • 



.% 



V'. 



• * * 
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Les coefficients B^ restent finis, meme dans ce cas. On a 






• •• 



••. 



• 



'■ • 



«_ ♦ 






[I'oii 



= ^ 



et il n'y a aucune condition de possibilite. 
Faisons maintenant 

X=:— I. 

Puisque X, est nul, le coefficient B, ne reste fini que si A, est nul 
aussi. On a alors 

d'oii 
c'est-a-dire 

dfii 

Mais il y a une condition de possibilite 

A,=:0, 

c'est-a-dire 



f 



IS) 

puisque V, est constant sur S. 

Notre probleme est done resolu dans tons les cas. II est facile de 
s'expliquer la condition de possibilite rencontree pour le probleme 
interieur. Ce probleme consiste a determiner I'equilibre calorifique 
quand on connait d'avance le flux de chaleur a la surface du corps. Il 
ne pent evidemment y avoir equilibre que si la somme totale des flux 
peripheriques est nulle. 

Revenons, pour terminer, au cas oil X a une valeur quelconque et 
ecrivons 

On a 
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d'oii 

^ ' ^pi + XpV' + V 






II n'y a, a tout cela, aucunc difficulte. 

Faisons grandiry indefiniment. Comme X^ est positif, le rapport 






tend vers zero, pour toute valeur de /? a partir de p = i. Comme X, est 
nul, on a 



= I. 



Done 

Lim(— i)'7W<^J=2A,W,. 

On voit que (— i)^W^^^ tend vers le potentiel de relectricite en 
equilibre sur S. Cest Id le principe de la methode de M. Robin. 

70. Je veux donner encore une application des fonctions fondamen- 
tales. 
La theorie du Magnetisme conduit a poser le probleme suivant : 

Trouper unefonction V jouissant des proprieles de continuUe fonda- 
mentales dans T et dans T', se comportant a Vinfini a la fagon d'un 
potentiel, harmonique dans T et dans T\ virifiant la relation 

— -f-/i — =<!> 

drii drie 

en tout point deS^^ dtant une fonction donnee et h une constante posi- 
ti{^e. 
Posons 

et 



V = 2BpWp. 



II vient, d'apres la relation (i). 



BpXp-+-ABp = A,„ d'ou Bp=j^^ 
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et, par suite, 



ii 



^p w 

"k P' 



Notre probleme est ainsi resolu. 

Cela permet de resoudrc un probleme, analogue au precedent, sauf 
que V est, dans T, solution de Tequation 

AV -1-9 = 0, 

9 etant une fonction donnee. On pose, en effet, 






et U est alors determine comme ci-dessus. 

J'arreterai la les exemples d'applications des fonctions fondamen- 
tales : on voit que ces fonctions sont aptes a servir dans une multitude 
de circonstances que Ton rencontre en Physique mathematique. 

71. Une remarque pour finir : tons les calculs precedents sont legi- 
times si $ a, par rapport k u ci v, des derivees continues de tons les 
ordres(*). II est probable que le theoreme du n*^ 61 permettrait do 
les faire encore, bien qu'avec un peu plus de difficulte, lorsque $ est 
une fonction simplement continue. Mais je me limite au cas simple. 

Considerons, par exemple, le dernier probleme traite (n^ 70) et 
verifions que nous en avons bien obtenu la solution. 

Posons done 

On pent affirmer la continuite de V, ^ et ^— • Nous savons deja, 

par les inegalites etablies aux n**' 59 et 61, que V est une fonction har- 
monique dans T et dans T', se comportant a Tinfini comme un potentiel 
ncwtonien. Tout revient a voir quelle relation est satisfaite en chaquc 
point de S. 

( * ) En cffet, on voit ( n° 59) quo i^\Ap Wp \ lend alors vers z6ro, quel que soil rentier 
posit jf a. 
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Considerons les fonctions harmoniques 

A, B, C, 

prenant respectivement sur S les valeurs 

I ^V 1 d\' I 



Soit 



On a 



(p an, o ciric o 



A M^/) VVy,. 






a^ = 



(S) ' •- (Si 



Or 






d'oii 



^p 



?p ^'P 



f 9 V V^ da 

''P "^(S) 



Mais 






TcpVV 



(S! _ A,, 



/■?V7, 



da '' ^ ^^ 



Done 



a,,— 



(S) 

A,, f^X^ 



li-\-\„ I H- >v, 



Finalement, on eonstate que Ton a 









( 



L 



^=-2;A.rTT;W,. 
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Cela pose, la fonction harmonique 

A-i-AB-C 

prend sur S les valeurs 

9 \dni dfif ^ 

On obtient evidemmcnt son developpement en serie en ajoiitant 
terme a lerme les series precedentes. Or, on a 



Ap £pAp , Ap Ep AS 



h .^-ii^L ^^_ _ A„ ->Ar- ^ o. 



/i 4- Xp H- Xp ' " A -h Xp I -4- Xp '"^'^ I -+- Xp 



Done 



Par suite, 



A-i-/iB-C = o. 



-f- A -; 0= O. 



^/l/ rf/l< 



C'est ce que nous voulions prouver. 

Pour tons les autres problemes resolus dans les pages precedentes, 
la verification se ferait d'une maiiiere aussi simple. 

Je rappelle, en terminant, les deux hypotheses que nous avons faites 
dans tout ce Chapitre : 

I® La surface S est formee d'une seule nappe reguliere, qui pent 
etre d'un ordre de connexion quelconque. 

2^ La fonction $ possede, par rapport a m et ^, des derivees de tous 
les ordres. 

II est bien clair que ces hypotheses ne sont pas indispensables; des 
generalisations seraient sans doute faciles; mais je ne m'en suis pas 
occupe. Je dois cepcndant faire remarquer que toutes les demonstra- 
tions contenues dans ce Chapitre subsistent si la surface S est formee 
de plusieurs nappes exterieures les unes aux autres, le domaine T^ 
etant alors connexe. C'est le cas le plus interessant au point de vue de 
la Physique. 
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troisiMe partie. 

LE REFROIDISSEMENT DES CORPS SOUDES ET LE PROBLfeME DE FOURIER. 



I. — £nonce du probl^me de Fourier. — Reduction du cas g^n^ral k un cas 
simple. — Solution pour une sphere et pour deux spheres concentriques. 

72. Le probleme des temperatures variables, auqiiel nous donnerons 
plus specialement le nom de probleme de Fourier, se rapporte au re- 
froidissement d'un corps solide, homogene, isotrope et athermane, 
isole dans Tespace, primitivement charge de chaleur suivant une loi 
de distribution donnee, puis abandonne a lui-meme, tons les points 
de sa surface etant portes a des temperatures que Ton suppose connues 
d'avance pour chaque instant. 

Les seuls travaux que Ton puisse citer sur cette matiere sont dus a 
M. Poincare (*). lis sont relatifs a la metliode des solutions simples; 
mais on n'a pas reussi jusqu'a present a obtenir par cette voie une re- 
ponse precise a notre question. 

Je suivrai une marche toute differente. Au lieu d^eliminer des 
calculs la variable t qui represente le temps et de ramener ainsi I'inte- 
gration cherchee au developpement d'une fonction de (x, y, 5) en 
serie d'une certaine forme, je demontrerai directement Texistence 
d'une solution du probleme de Fourier, comme il a ete fait pour le 
probleme de Dirichlet generalise. Les series que M. Poincare consi- 
derait a priori, ne seront d'ailleurs pas rejetees pour ccla : elles se 
retrouveront a la fin, et leurs proprietes resulteront du theoreme 
d'existence etabli d'abord. 

73. Voyons comment il convient de poser le probleme de Fourier, 
au point de vue de TAnalyse. 

(*) H. Poincare, American Journal, 1890. — Rendiconti del Circolo matematico di 
Palermo, 1894. — Thdorie analjrtique de la propagation de la chedeur, Paris, Carr6, 1895. 
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Je prends les notations (^,.y, :;, /, V) pour designer les variables 
independantes et la fonction inconnue. 

Considerons un domaine connexe T limite par une surface fermeeS 
qui peut etro composee de plusieurs nappes entierement separees. Je 
ferai sur S les nneines hypotheses que pour le probleme de Dirichlet 
generalise. 

Soit$ une fonction donnee, definie et continue en tout point de S 
ct pour toute valeur positive de /. Soit, de meme, 9 {x, y, z) une fonc- 
tion donnee, definie et continue en tout point de T. Diverses hypo- 
theses doivent etre faites sur 4> : elles seront expliquees plus loin. 

Cela pose, la fonction V des quatre variables independantes (a;, j, 2, /) 
doit remplirles conditions suivantes : 

i"" En tout point du domaine T et pour toute valeur positive de ^, la 
fonction V sera unifornne, finie et continue ainsi que ses derivees par- 
tielles du premier ordre par rapport a / et des deux premiers ordres 
par rapport a (a:, y, z). 

i"" En tout point de T et pour toute valeur positive de ^ on aura 

AV =1 — - . 

dt 

3^ Soit Mo un point de S. Appelons $ii„(^o) Ja valeur de $ en M© a 
rinstant /q- Soit M un point de T. Appelons Vj,(^) la valeur de V en M 
a rinstant /. Enfin imaginons un chemin continu C allant de M en M© 
sans jamais sortir de T. Quand le point (;r,j, z^ decrit C, V„(/o) aura 
pour limite $m„(^o)» quels que soient le point Mo, le chemin C et 
rinstant /qC^o > o). 

4^ Soit (pj, la valeur de^enM. Lorsque / tend vers zero, V|,(/)tendra 
vers 9i,, quel que soit le point M envisage dans T (M non situe sur S). 

Je me propose de montrer qu'il existe toujours une fonction rem- 
plissant ces diverses conditions. 

Voyons d'abord que le probleme propose comporte au plus une 
solution. 

En effet, supposons qu'il y ait deux solutions distinctes V, et Vj et 

posons 

V^V.-V,. 
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La fonction V jouit des proprietes suivantes : 

i^ Elle remplit les conditions de continuite prescrites; 

2"" Elle est solution de I'equation aux derivees partielles; 

3"* Elle se reduit a zero sur S; 

4° Elle se reduit a zero pour t = o. 

Je dis qu'une telle fonction est identiquement nulle. 

En effet, je vais montrer que, nulle a Torigine des temps, elle ne 
peut ulterieurementdcvcnir positive ou negative en aucun point. 

Supposons par exemple qu'elle arrive a prendre des valeurs nega- 
tives. Ce ne sera pas sur S oil elle reste nulle. II y aura done pour 
elle, a un certain instant positif et en un certain point interieur a T, 
un minimum negatif encore decroissant. Or, en un tel point, d'apres 
le raisonnement du n*^ 11, on aurait 

AV>o, ^<o. 
at 

Par suite, contrairement a Thypothese, I'equation aux derivees par- 
tielles ne pourrait pas etre satisfaite au point et a I'instant consideres. 
Done la fonction V ne peut pas devenir negative. 
On verrait de meme qu'elle ne peut pas devenir positive. On a done 

et la proposition enoncee est etablie. 

Ainsi le probleme de Fourier ne comporte surement pas plus d'une 
solution. 

74. Je me propose maintenant de montrer que le probleme de Fou- 
rier, dans les termes oil il a ete pose, comporte toujours effectivement 
une solution. D'apres ce que nous venonsde voir, il suffira de prouver 
que Ton peut dans tous les cas construire une fonction remplissant les 
conditions prescrites, quel que soit le precede employe pour faire 
cette construction. 

Je commencerai par ramener le cas general oil les temperatures 
peripheriques donnees sont variables avec le temps au cas simple oil 
elles sont constamment nulles. 

Reprenons les notations du numero precedent et posons 

V = U-hW 
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avec 

AU =0 dansT, 

Us — O sur S. 

Sacliant resoudre le probleme de Dirichlet, nous savons calculer U et, 
par suite, nous sommes ranrienes au calcul de W. 

La fonction U, harmonique dans T, est holomorphe en (^,y, z) 
dans tout domaineT'interieur a T. Elle depend de t comme d'un para- 

metre et, si -r- existe et est une fonction continue sur S pour ^^o, la 

derivee -tt est la fonction harmonique qui prend sur S les valeurs -r-» 

II en est de meme pour les derivees successives de U par rapport a t. 
Lorsque / tend vers zero, supposons que $(a:, j, :;, t) tende vers 
$o(^>J>^) • >' 6st clair que U tend alors vers la fonction harmo- 
nique Uo qui prend sur S les valeurs $o* Enfin admettons que <P soit 
une fonction periodique de / ou bien ait, lorsque t augmente indefi- 
niment par valeurs positives, une limite O. continue sur S : alors U 
est une fonction periodique de t avec la meme periode que O ou bien 
a pour t infini une limite U«, qui est la fonction harmonique prenant 
sur S les valeurs $«. 

Dans chacun de ces cas, on a 

AW =: -— - -f- -y- dans T, 
at at 

Ws ~ o sur S, 

Wo — 9 — Uo pour / r= o. 

On est ainsi ramenc a considerer le refroidissement d'un corps solide 
lorsque les temperatures peripheriques donnees sont constamment 
nulles, mais qu'il y a a Tinterieur du corps des sources de chaleur 
connues. 

Changeons de notation. Nous avons a resoudre le probleme suivant : 

AV ::.^4-/(a:,j,^,0 dansT, 

Vs = o sur S, 

Vo = 9 pour i — ©• 

On se borne a supposer la fonction 9 continue. Quant aux hypotheses 
relatives a/, nous les indiquerons plus loin. 



SUR L INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. Ill 

75. Occupons-nous done du refroidissement d'un corps solide par 
communication dans le cas oil il y a des sources calorifiques intc- 
rieures. 

On verrait, comme plus haul, que ce probleme ne comporte qu'une 
seule solution. 

Nous examinerons plusieurs cas. Le premier sera celui oil la fonc- 
tion/(a7,y, 2,/)estperiodiqueen/. Le second sera celui oii/(^, j, s, /) 
tend, pour / infini, vers une limite f^{x,y, z) continue et munie de 
derivees partielles du premier ordre egalement continues. Je suis tres 
loin de penser que ces deux cas soient les seuls abordables; mais je 
ne m'occupe d'abord que de ceux-la, parce que ce seront les seuls a 
me servir. 

Voyons, pour commencer, ce qui arrive si / ne depend pas de t et 
si Ton a par consequent 

J J 90 

pour toute vaieur de /. 

Posons 

V = U -h w, 

avec 

AU ^./^ dansT, 

Us = o sur S, 

Une dependant que de (^,7, :j). Sachant construire la fonction de 
Green, on saitcalculer U, vu les hypotheses faites sur/,. 
II vient ensuite 



AW - ":- 

dt 


dans T, 


Ws-o 


sur S, 


Wo 9-U 


pour t :.— 0. 



On est ainsi ramene au cas oil il n'y a plus de sources calorifiques in- 
terieures. 

Procedons de meme dans le cas general oil/ tend vers/.. II vient 

t^W 

Ws — o sur S, 

W — <p — U pour / = o. 
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Nous sommes alors ramenes au cas oil la fonction qui joue le role de / 
tend vers zero pour lorsque / augmente indefiniment. 

Finalement, nous nous bornerons a considerer deux cas : 

i^ /est une fonction periodique de /; 

2° /tend vers zero quand t croit indefiniment, 

On deduit de la sans peine la solution du cas general. 

Notre but sera, dans chacun de ces cas, de construire une fonction 
qui verifie Tequation aux derivees partielles, qui s'annulc sur S et qui 
reste finie et continue pour / = o, II faudra ensuite resoudre le pro- 
bleme du rcfroidissement pour le cas simple oil les temperatures peri- 
pheriques donnees sont constamment nuUes et oil il n'y a pas de 
sources calorifiques interieures. C'est ce qui fera I'objet du Chapitre 
suivant. 

76. Pour aller plus loin, un lemme va nous etre necessaire. 

Cherchons deux fonctions a et ^ de (^, y, z) qui jouissent dans T 
des proprietes de continuite fondamentales, qui s'annulent sur S et 
qui verifient les relations 

Aa — X(3 — A, A(3 4-Xa — B, 

X etant une constante positive et les lettres A et B designant des fonc- 
tions continues ainsi que leurs derivees partielles du premier ordre. 
Supposons qu'il y ait deux systemes de solutions distinctes (a, , ^^ ) 
et (aa, Pa)- Posons 

« = «, — aj, (3=zp, — Pj. 

On a 






(T) *^(S) 



d'oii 



car 



Aa — 1^-- o, Ap -I- >.a —. o. 



On conclut de la 



a ^= o, p =: o. 

Done il n'y a qu'une solution possible. 
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Voyons maintenant qu'il y a toujours effectivement une solution. 
J'emploierai pour cela la methode des approximations successives de 
M. Picard etla methode du prolongementanalytique, que j'ai exposees 
dans la premiere Partie de ce Memoire. N'ayant rien de bien nouveau 
a dire ici, je me contenterai de signaler les points a changer dans 
Tanalyse d6ja faite a propos d'unc seule equation, et je passerai un 
peu vite sur les details du calcul. 

Posons 

II vient 



a llPcXp, 


^-llp^p. 


Aao A, 


A^o B, 


Aa, 3o, 


A(3, r_^— ao, 



Aapzn (3p_„ A(3p = — ap_,, 



les oLp et Pp s'annulant tous sur S. 

Connaissant Texistence et les proprietes de la fonction de Green, 
nous Savons faire de proche en proche ces approximations et former 
les series definies plus haut. 

Posons 



'-f Gdr<g, 



^"•^(T) 



g etant une constante positive convenable. 
Soit i Tunite imaginaire ordinaire. Soit 



d'oii 



Par suite 



A4-B/|<M, 



A I < M, I B I < M. 



ao|<M^, |at|<M^S ..., | a^ I < M^/'-^S 

d'apres un lemme rappele au n** 15. 
Les series 
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sont done absolumcnt et uniformement convergentes, pourvu que 
Ton ait 

Un tlieoreme tout a fait analogue au theoreme de Harnack generalise 
demontre au n*^ 19 et une discussion semblable a celle du n** 17 mon- 
trent alors que Ics sommes a et ^ des series precedentes sont des fonc- 
tions continues verifiant les relations 

a=- 7^ f (X3-+-A)G^T, S=:-L r (Xa-B)GrfT. 

Notre probleme est done resolu si \g est inferieur a i . 

Cherchons maintenant une limite superieure de |a| et de |P| inde- 
pendante de X. 

Posons 

I etant Tunite imaginaire. II vient 

AU-haU = A4-Bi dans T, 
Us = o sur S. 

Posons 

(x^y, z) et (^',y, s') etant deux points de T. La fonction 

h=:^ 

r 

verifie la relation 
Soit alors 

A' et B' designant les valeurs de A et B au centre de gravite {x'^fy z') 

de di:'. II est clair que Uq jouit de toutes les proprieles d'un potentiel 

newtonien de volume attirant. Mais, au lieu de I'cquation de Poisson, 

on a 

AUo-f-/XUo=:A-i-B/, 



suR l'integration des equations de la chaleur. ii5 

comme le montre une discussion bien facile (*). D'ailleurs U© est une 
fonction continue dans tout I'espace, et nieme a la traversee de S. 
Enfin on a 



r 



I 
< - 



Mais 






<^. 



d'apres la facon dont le nombre g a ete defini (n*^ 12). Done 



En effet, on a 



Uo|<M^. 






d'oii 



.-r/-/X 



— rr — rVA— -d— I) — '•-r— 



1= e 



cos 



h I sin— ^^ — 



et enfin 

comme il le fallait. 
Posons maintenant 

On a 



.-rv/-A|<-,^ 



AU, -h f X, U, = o dans T, 

U,-- — Uo sur S. 



Je dis que le module de U, ne pent pas avoir de maximum en un point 
interieur a T. En effet, soit 



On a, dans T, 



u. 


a -+- bi. 




u; 


a — bi. 




H - 


u, u; - a 


»+6» 


AU 


, + au, ^ 


= o. 


AU 


;-au',: 


_o, 



(*) H, PoiNCARE, Thiorie mathimatiquc de la Lumwrey I. I, Chap. IV, p. io3. 
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car on deduit U', de U, en changeant i en — i. D'autre part 

Cela pent s^ecrire 

Cette inegalite montre que H ne pent pas avoir de maximum dans T : 
c'est ce qu'indique en effel la formule de Kirchlioff appliquee aux fonc- 

tions H et - dans une petite sphere ayantle point (a?,/, 5) pour centre. 

Le module de U, ne pent done pas non plus avoir de maximum 
dans T. L'inegalite 

entraine done celle-ci 

|tM<M^. 

Finalement on a 

|L:|<2M^ 

et, par consequent, 

Notre but est atteint. 

Cela pose, il n*y a plus aucun obstacle a employer la methode du 
prolongement analytique. Soit X« une valeur de X telle que 







'.•^<i. 


Posons 








/. — A0 ~t~ A 1 J 


a iAfa^, p 2i).??^. 


11 vient 








A:Xp A0 pp -t- 3p _ 1 , 


A^p — Ao5tp— ap_, dans T, 




^p —0, 


^p 0, sur S, 



et, a cause de la valeur choisie pour 7.^, on sait faire ces approxima- 
tions. 

Le lemme precedent donne ensuite 
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et le probleme est done resolu pour les valeurs de X, verifiant Tinega- 
lite 

Nous avons done la solution eherehee, apres deux operations, pour 

o<>< — 

On arrive ainsi de proehe en proehe aux eonditions de possibilite sui- 
vantes 

o<>< — , 

n etant un enlier positif queleonque. 

Finalement notre probleme auxiliaire est resolu pour toute valeur 
positive de X. La forme meme des equations montre d'ailleurs qu'on 
pourrait aussi bien le resoudre pour les valeurs negatives de X. 

En resume, si X est reel, il est possible de ealeuler a et ^ et de leur 
assigner une limite superieure eommune independante de X. 

On remarquera que les seules hypotheses neeessaires pour A et B 
sont la eontinuite de ces fonetions dans T et eelle de leurs derivees du 
premier ordre dans tout domaine T interieur a T. 

77. Revenons maintenant a notre probleme : 



*v= Z -/ 


dans T, 


Vsr-zo 


sur S, 


: Vo 9 


pour t 0. 



Les considerations preeedentes nous ont mis en mesure de le resoudre. 

Oecupons-nous d*ahord du eas oil les sourees de ehaleur donnees 
sont periodiques. Nous ne reduirons pas la generalite de la solution 
en supposant que la periode soit it., ear I'unite de temps est arbi- 
traire. 

La fonetion/sera uniforme, finie et continue en tout point (a?, j, z) 
de T et pour toute valeur de /. Elle admettra 2t: pour periode par rap- 



% 
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porta/. Enfin ellc possedera par rapport a (x.y^z) des derivees du 
premier ordre continues au moins dans tout domaine T' interieur a T. 

La fonction/aura, par rapport a /, des derivees de tous les ordres 
qui jouiront des memes proprietes. 

Posons 

/i-i AoH- V A„cos«/ 4- VB„sin/2/ 



avcc 



\„= - I /(a:,y,z,T)cosnzdT, 



'0 

An 



B„=: - / f{x,y,z,x)'s>\nnTdT, 



Nous sommes dans des circonstances ou ce developpement en serie 
trigonometrique est legitime. 

II est clair que les fonctions A;,, B„ sont continues dans T et qu'elles 
possedent des derivees partielles du premier ordre continues dans tout 
domaine T' interieur a T. En effet, on a le droit de differentier sous le 
signe d'integration dans les expressions precedentes. 

A cause de la periodicite supposee, des integrations par parties per- 
mettent, conime on sait, sip est un entier positif donne, d'assigner un 
nombre positif M tel que Ton ait, quel que soit /i, 

La serie / est done absolument et uniformement convergente ainsi 
que toutes les series derivees en /. 
Soit maintenant 

00 00 

\ — \(XQ-h^^an cosnt -4- ^(3;^si^/^^ 

les oLn, P;j etant des fonctions de (x, y, s) que nous allons determiner. 
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Un calcul immediat donne 

et 

Assujettissons les fonctions ol^ et P^ a s*annuler toutes sur S. Alors le 
lemmc vu plus haut permct de calculer ces fonctions sans difficulte. 
D'apres une remarque faitc au n° 76, on a 

Done la serie V est absolumcnt et uniformement convergente ainsi que 
les series obtenues en derivant terme a terme par rapport a /. On con- 
clut de la que 

sont des fonctions continues dans T. Tout cela est immediat etje n'y 
insiste pas. 

Une discussion bien simple, et deja faite plusieurs fois dans des 
circonstances analogues, permet d'ecrire 



v=-sX(^-^')«*' 



G etant la fonction de Green de pole (^, j, z) et Taccent designant 
le remplacement de (x, y,z) dans les fonctions qu'il affecte par les 
coordonnees {x\y\ 5') du centre de gravite de rfr'. 

Comme -j- eif sont des fonctions continues de {x'^y, s'), la for- 

mule precedente nous apprend que les derivees 

d\^ d^ d^ 
Ox dy dz 

existent et sont continues dans tout domaine T' interieur a T. 
On a encore 
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Done 

d^\ d^Y d^y 

da; dt ' dy dt dz dt 

existent et sont continues. 

d\' 
Revenons alors a Texpression de V. La fonction -j- -h/' a des de- 

rivees continues du premier ordre en {x\ y\ z'). Done, en vertu 
d'une proposition bien connue, rappelee du reste au n*' 15, V a des 
derivees du second ordre continues dans tout domaine T' interieur 
aT. 

On deduit de la les relations 

AV -^-i-/ dansT, 
Vs=^o sur S. 

Voyons maintenant ce qui se passe pour / =: o. 
La serie 

00 

est absolument et uniformement convergente. Done V se reduit a une 
fonction continue 9, pour / = o. 
Finalement, on a 



- = Z -/ 


dans T, 


Vs-o 


sur S, 


Vo 9, 


pour t 0. 



Nous n'avons done pas resolu exactement le probleme que nous avions 
en vue : la condition initiate n'est pas satisfaite. Mais supposons que 
nous sachions construire une fonction W verifiant les relations 

AW r= ^ dans T, 

Ws— o sur S, 

Worrcp — cp, pjour^=io. 
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La fonction 

sera la solution cherchee. 

Nous aurons done ramene le cas oil il y a des sources de chaleur 
periodiques a Tinterieur du corps au cas oil il n'y en a pas, les tempe- 
ratures- peripheriques etant toujours constamment nulles. C'etait la 
notre but. Le cas auquel nous sommes ramenes sera etudie dans la 
suite. II nous suffit, pour Tinstant, de noter qu'il n'y a plus que lui a 
considerer. 

Nous avons vu les hypotheses qu'il est necessaire de faire au sujet 
de la fonction donnee /. On en conclut que, dans le cas des tempe- 
ratures peripheriques variables, si la fonction $ du n"^ 74 est perio- 
dique en /, il suffit de la supposcr continue en {oc, y, z) sur S et munie 
de derivees partielles de tons les ordres par rapport a /. 

L'existence des derivees partielles de tons les ordres par rapport a / 
n'est meme pas indispensable. On vcrra facilement qu'il suffit de 
supposer Texistence et la continuite de 

df d^ d^f d'J 
dt ' dt^ ' dh ' dt'^ ' 

pour pouvoir faire les raisonnements qui precedent. 

78. Lorsque les sources calorifiques interieures ne sont pas perio- 
diques, la resolution du probleme qui nous occupe resulte des pro- 
prietes de I'integrale definie connue sous le nom d'integrale de 
Fourier. 

L'etude de cette integrale celebre a ete faite avec une entiere rigueur 
par M. Poincare dans son Ouvrage sur la iheorie de la chaleur (*). Je 
pourrais done passer rapidemcnt sur les discussions qui vont suivre : 
on en trouverait le detail dans le travail que je viens de citer. 

Soit a construire une fonction continue V telle que Ton ait 

AVr^ V--^/ dansT, 

dt -^ ' 

Vs" o sur S. 



(») H. Poincare, Th6orie de la chaleur, Chap. VI et Vll. 
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Je neglige a dessein la condition initiale : il suffirait de refaire ici la 
rcmarque par laquelle j'ai termine le numero precedent, et la conclu- 
sion serait la meme. 

Comme je Tai deja dit, je puis me borner a considerer le cas oil/ 
lend vers zero lorsque / augmente indefiniment par valeurs positives. 

La fonction /n'est defmie que pour i^o. Mais je puis toujours en 
completer la definition, d'une fagon d'ailleurs quelconque, de fagon 
qu'elle ait encore un sens pour / < o. J'appellerai encore/la fonction 
prolongee. II est clair que ce prolongement pent etre realise de telle 
maniere que la fonction/soit continue pour toute valeur de / et meme 
pour / = o et qu'elle s'annule pour / infini positif ou negatif, ainsi que 
ses derivees partielles par rapport a i jusqu'a un ordre quelconque 
donne a Tavance. 

Voyons maintenant les hypotheses qu'il faut faire sur/. D'abord 
cette fonction, regardee comme dependant de (x, y, z), sera uni- 
forme, finie et continue dans T et elle aura dans tout domaine T' 
interieur a T des derivees partielles du premier ordre egalement con- 
tinues. Regardee maintenant comme dependant de /, la fonction / 
sera continue pour toute valeur de/. Enfin,/^ et M etant deux nombres 
positifs convenablement choisis, on aura 



I/K- " ' "-^ 



pour 



M 



^/\ ^ M 



^/, 1^1" 



df M^ 

dz "^ \t\p' 



I ^ I > ^0, 



p etant un nombre positif superieur a i. 

Quant aux derivees successives de / par rapport a t, elles existe- 
ront au moins jusqu'au quatrieme ordre et jouiront des memes pro- 
prietes que /. 

Cela pose, soit 



— » 

.-*-90 



B 






Chacune de ces integrales a evidemment un sens, et meme est absolu- 
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ment et uniformement convergente : les fonctions A et B sont done 
continues dans T. Si le point (x,y,z) est interieur a T, les inte- 
grates 

- / ^(^, y, 5,r)C0S7TGfT, 






ont un sens et sont absolument et uniformement convergentes. On 
conclut de la qu'elles ont pour valeurs 

dk d^ 

dx dx 

Done A etB ont, par rapport a (^, j, z), des derivees du premier 
ordre continues. 

Nous sommes dans des conditions ou, malgre la presence des limites 
infinies, on pent integrer par parties. On trouve sans peine ainsi 



B — / -^^(ar, r,-z, T)cosfl'TaT. 



Apres quatre operations de ce genre, il vient 



f / 

A- 



—,J ■^(x,y,z,x)cosqTd-:, 

Chacune des integrates precedentes est absolument et uniformement 
convergente. II est done bien clair que Ton peut assigner un nombreN 
tel que 



» , N ,_, N 



si grand que soit ^. 
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Cela pose, on salt que Ton a 

/(x,^,.-,0— / [^{J'yy.^^g)cosgt-\-B{a:,y,z,g)s\nqt]dq. 

Telle est en effet Tintegrale de Fourier. J'ajoute que celte integrale 
est ici absolument et uniformement convergente. 
Prenons maintenant 

avee 

Aa — 7,3 = A, 
A^-7a = B, 

dans T, el 

a = o, 3 — o, 

sur S. Nous Savons calcaler a et ^ et, pour q > q^^ on a, en verta d'an 
lemme vu plus haul : 

N . \ 

L^integrale V est done absolument et uniformement convei^ente : elle 
definit une fonction continue dans T, pour i^ o, et s*annulant sur S 
quel que soit /. 
Les integrales 

I i- 2q <iBqi — pqcosqi^dq^ 
I — q^ 2 cosqi — 3 sin qi dq 

$ont, <^Ufs aussi. absolument et uniformement convei^entes. Elles re- 
pres^ntenl alors respe^liTement les derivees 

qui e^Lisl^ot done et sont continues. 
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Cela etant, on a 
d'ou 

V--7^ f dq f[-- {got' - B') Sinqt -h (q^' -^ \') COSqt]G dz'. 

Mais, les integrales etant absolument et uniformement convergentes, 
on pent intervertir Tordre des integrations. Done 

Vz=- ^ f G f [ {q a' — B') s'ln qt -h iq^' -^ A') cosqt]dg dz'. 



Or, on a 



i (A'cosqt -^B' ^\nqt)dq —./', 







/ (— a'^sin^r -h ^^q cost)dq - 



dt 



Par suite 



On trouverait de meme 



dt 






On peut alors achever la discussion comme a propos des sources perio- 
diques. La conclusion est que V remplit bien touies les conditions pres- 
criies, 

Ici encore nous sommes done ramenes au cas simple oil les tempe- 
ratures peripheriques et les sources interieures sont simultanemenl 
nulles. 

Revenons, pour terminer, sur le cas oil les temperatures periphe- 
riques sont variables. On voit les hypotheses qu'il convient de faire 
sur la fonction ^ du n^ 74. Cette fonction sera continue sur S. De 
pluselle aura par rapport a / des derivees des cinq premiers ordres. 
Enfin $ et ses derivees tendront vers zero, lorsque / augmentera inde- 
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finiment, de la fagon que nous venous d'indiquer dans le present nu- 
mero au sujet de/. 

79. Pour completer ce que je viens de dire sur le probleme de 
Fourier quand il y a des sources calorifiques interieures, je traiterai 
encore le cas suivant : 



AV = !^ -f-/ dans T, 



Vs 



dt 

o 

o 



sur S, 
pour t z- o, 



la fonction/etant holomorphe en t. 

Aucune hypothfese n'est plus necessaire ici, quant a Failure de la 
fonction/pour les grandes valeurs de t. 

Posons 

La serie/, entiere en /, est supposee convergente pour toute valeur 
de /. Les coefficients a„ sont des functions continues dans T et ces 
functions sont munies de derivees partielles du premier ordre con- 
tinues dans tout domaine T' interieur a T. 
On a 



AV„^ 



dt 



V„=o 



«„/" dansT, 

sur S, 
pour / = o. 



Je dis que Ton pent construire les functions V^. 
Soit, en effet, une function H telle que 



Posons 



11 vient 





AH — an dans T, 




Hs o sur S. 


V, /-H hU„. 


AU„- ^J^'* -+- n/«-»H dans T, 


U„ o sur S, 


, U„- 


D pour I o. 
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L'equation qui definit U,^ est de meme forme que celle qui definit V„, 
mais Texposant de / estdiminue d'une unite. Done, apres un nombre 
limite d'operations analogues a celle que nous venons de faire, on sera 
vsLinene SiU probleme de Fourier reduit pourlequel il n'y a plus de sources 
interieures. On conclut de la (voir Chap. II) qu'il est possible de cal- 
culerV;j. 

Soit £ un nombre positif donne a Tavance aussi petit qu'on veut. 
Prenons un nombre positif quelconque t^. Par hypothese, on pent 
choisir n assez grand pour que Ton ait 



quel que soit/?, des que |/| est inferieur a /o- Posons 

5/?,p ^^^ ^n ' -f- . . . 4- dfi-hp ' y 

On a 





dans T, 




2/i.p — . 


sur S, 




^n,p^O 


pour / 


-0. 



Construisons une fonction L telle que 

AL-h £ — o dans T, 
Ls^^ o sur S. 

Posons 



'« 



II vient 



^rn=^-{e-^Sn,p). 



•«= o, 

ta i O, 







A9„ ^ (£-S„,,) 


dans T, 


On 


sur S, 


On \1 


pour t 



Un raisonnement deja fait au n° 73 montre que les fonctions T;, et 0^ 
sont certainement positives pour Ul</o; en effet, elles ne peuvent 
pas avoir de minimum negatif encore decroissant dans cet intervalle. 
La fonction L etant positive et inferieure a ig (g designant la meme 
constante qu'au n® 17), on a done 



^n,p\ <€/§'. 
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On conclut de la que la serie 

est uniformement convergente. 

Cela pose, il est clair que V est une fonction continue, s'annulant 
pour / = o et se reduisanl a zero sur S. 

Formons niaintenant la fonction V^, telle que 



OX' 


dans T, 


V;----o 


sur S, 


v;-o 


pour ^ --0. 



On verifie aisement que Ton a 

•-0 

d'oii 

" " dt ' 
En raisonnant alors comme ci-dessus, on voit que la serie 

~dt ~~jZd dt 

est uniformement convergente. 

On pent achever ies calculs comme au n° 78 et Ton parvient ainsi k 
montrer que V est bien ia solution de notre probleme. 

Finalement, nous savons ramener, pour le probleme de Fourier, lo 
cas oil la fonction / est holomorphe en / au cas ou elie est nulle. 
J'ajouie que ron peul bien facilement etendre celte conclusion, sous cer- 
iaines reserves evidentes, au cas general oil f est une serie de fonctions 
entieres en t ou une inldgrale dejinie porlanl sur une fonction entiere 
de t qui depend d'un parametre. 

La meme proposition est encore vraic si / est seulcment holo- 
morphe pour toute valeur positive de t : on le voit en effectuant, par la 
meme methode, le prolongement analytique simultane de Vet de/, 
qui sont ainsi representes Tun et I'autre par une suite de se,ries va- 
lables chacune dans un certain intervalle. 
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80. Je ne considererai plus desormais que le probleme de Fourier 



reduit 

^\ -21. dans T, 
ot 

Vs=o sur S, 

Vo — 9 pour ^ = o. 

Pour clore ce Chapitre, je rappellerai la solution de ce probleme 
reduit, dans deux cas particuliers. 

La methode classique dcs solutions simples et des developpements 
en series permet de resondre facilement le probleme de Fourier reduit, 
dans les deux cas ou la surface S est constituee par une sphere unique 
ou par deux spheres concentriques. Le probleme du refroidissement 
pent alors etre considere comme completement resolu dans chacun de 
ces cas. J'ajoute que la meme conclusion est encore vraie si Ton 
suppose la presence de deux variables ponctuelles a: et j seulement, 
c'est-a-dire si Ton etudie le mouvement de la chaleur dans une plaque ; 
les cas traites sont alors ceux du cercle et de la couronne circulaire, 
et les procedes suivis sont les memes. 

Les solutions auxquelles je fais allusion sOnt liees a la theorie des 
fonctions de Bessel et a I'etude d'une equation differentielle celebre, 
connue aussi sous le nom de Bessel qui la rencontra en Mecanique 
celeste a peu pres dans le meme temps qne Fourier la rencontrait dans 
la Theorie de la chaleur. 

Ces solutions ont ete obtenues par M. Poincare (*). Je me conten- 
terai de les citer, a cause des longueurs ou m'entraincrait leur expose. 
La methode suivie par M. Poincare est une extension de la methode 
fondee par Cauchy sur le tlieoreme des residus pour obtenir, au 
moyen de series procedant suivant certaines fonctions simples, des 
representations analytiques explicites de fonctions arbitraires. 

M. Poincare ne s'occupe, il est vrai, que des cas de la sphere ou du 
cercle, et il suppose qu'il y a rayonnement sur le bord. Mais Texten- 
sion aux cas de la couche spherique ou de la couronne circulaire est 



(*) H. Poincare, Theorie analjtique de la propagation de la c/ialeur, VariSy Carr6, iSgS, 
Chap. XVII et XVIII. — Foir aussi Jordan, Traftd d'Annljse, t. Ill, Chap. Ill, § 4. 
Ann.de Vtc, fiormale. 3* Surie. Tome XV. — Avril 1898. '7 
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immediate, ainsi que le romplacement de Tbypothese du rayonneraent 
par celle dc la communication : c'est a peine s'il faut faire quelques 



modifications insignifiantes aux calculs. 



Je signalerai, pour finir, certains resultats que Ton'peut deduire de 
I'analyse de M. Poincare. 
Posons 



Jn(^) = 






)'^ coszxdz. 



On a 



d^Jn 2(/l -h l) dJn 

dx^ X dx 



-+- J/i = 0, 



et J;, est une fonction entiere de x. 

M. Poincare a montre qu'une fonction arbitraire de a;peut toujours 
etre mise sous la forme 

les Ay etant des constantes. Dans cette formule, on suppose a? com- 
pris entre o et i et Ton designe par q un element d'un certain en- 
semble denombrable de nombres positifs tels que J/, (5^) — o. 
Cherchons alors une fonction continue J(p, /) telle que 



dn 

dp* 


a(/»-i-i) 
P 


dJ 

dp 


di 
dt 


J-i 








J— 









pour p < I, ^ > o, 

pour p = I, quel que soil ^ 
pour / = 0, quel que soil p. 



Soit 



On a 



Posons maintenant 



lrzi2AyJ«(7p). 



Jr=i— 2AyJ^(7p)e-?\ 



(p(p,0 = «(o)J(p, 4- f 3{p,t — l)oc'(l)dl, 
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a' designant la derivee de a. On verifie aisement les relations 



i3i 



dp^ p dp 


do 
de 


9 «(0 




9:=-0 





pour p < I, ^>o, 

pour p ~ I , quel que soil t, 
pour ^ — o, quel que soil p. 



Si done onecrit 



v.r^9n«, 



n„ etant un polynome spherique fondamental d'ordrc /i, on a, T desi 
gnant le domaine interieur a une sphere S de rayon i, 






d\n 
dt 

o 



dans T, 

sur S, 
pour ^=1 o. 



Au moyen de series procedant suivant des fonctions analogues d\n^ on 
peut ainsi resoudre le probleme de Fourier y dans le cas de la sphere, quelle 
que soil lafonction peripherique donnee $. 

Sans insister davantage, ce qui demanderait de trop longs develop- 
pements, je fais remarquer que la methode precedente, deduite imme- 
diatement des travaux de M. Poincare, permet, par exeniple, de re- 
soudre le probleme de Fourier lorsque <I> presente, pour / = o, le long 
d'un contour forme d'un nombre limite d'arcs de cercle, des disconti- 
nuites par sauts brusques. J'aurai bientot a faire usage de cette re- 
marque. 

A Taide des fonctions harmoniques fondamentales, il est possible 
d'etendre les considerations qui precedent au cas d'un corps de forme 
quelconque, ce qui donne une nouvelle solution du probleme traite 
au n*' 74. 
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II. — Rappel des fonctions fondamentales de M. Poincare. — Theor^me de 
H. Poincar6. — Extension du theoreme de Harnack au cas de I'^quation 
de Fourier. — La methode du balayage. 

81. Notre but, en ce Chapilre, est de resoudre le probleme de Fou- 
rier reduit 

AV - -— dans T, 
Ot 

Vs -- o sur S, 

Vo— f pour t n^o, 

la surface S etant supposee reguliere, mais composee d'une ou plu- 
sieurs nappes separees d'un ordre de connexion quelconque, et la fonc- 
tion initiale 9 etant supposee simplement continue en tout point du 
domaineT. 

Nous devons coininencer par etablir quelques lemmes preliminaires, 
dont le premier est emprunte aux travaux de M. Poincare (*) et se 
rapporte a certaines fonctions que j'appellerai les fonctions fondamen- 
tales attachees au domatne T. 

Je rappelle les proprietes les plus importantes des fonctions fonda- 
mentales de M. Poincare. 

A chaque domaine connexe T, limite par une frontiere S reguliere, 
est attachee une suite illimitee de constantes positives 

&l> S2» S3? • • • > Sp • • • 

qui vont en croissant, ou du moins qui nc decroissent jamais, quand 
rindice augmente, et qui sonl telles que ^p soit au moins de Tordre de 
grandeur de sjp^ . 

A chaque nombre ^p, correspond une function U^ jouissant des pro- 
prietes de continuite fondamentales. 



(*) U. Voi^cxRE, liendicofiti del Circolo matematico di Palermo, 1894, Qi American 
Journal of Mathematics^ 1890. f'oir aiissi : II. Poincare, Tli^orie de la chalcur. Chap. XIV 
ot XV. 
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On a 

AUp -^^pVp—io dans T, 

\]p -~ o sur S, 






U^/t- ,, 



JUpiJqdT -o si/? 
IT) 



£„=-./ 2^^^V^- 



On deduit de la 



(T) -" V cr^ 



4 TT J,T, 



(T) 

G etant la fonction de Green, et, par suite, 

\[Jp\<M^p, 

m 

M etant un nombre positif qui ne depend pas d'autre chose que du do- 
maine T. 

II resulte de I'expression trouvee ci-dessus pour U^ et d'un theoreme 
demontre par M. Picard (*) que U^ est, en chaque point de T, une 
fonction holomorphe de (^, j, -). 

Un raisonnement tout semblablc a celui du n** 23 montre aisement 

que les derivees 

dl]p dVp d[]j, 
dx dy ' dz 

restent finies et continues meme sur Ic bord du domaine T, lorsque la 
surface S est reguliere. 

Soit Y{x,y,z) une fonction jouissant des proprietes de continuitc 
fondamentales et restant continue meme sur S ainsi que ses derivees 
du premier ordre. Supposons que Ton ait 



/ 

t/(Ti 



FUp^T:^0 



(T) 

pour toutes les valeurs dep depuis i jusqu'a /linclusivement. 



( * ) E. PicvRD, Sur la ddtermination des integrates de certaines dquations aux ddr/vdes 
part idles du second ordrc par leurs valeurs le long d'un contour fermd {Journal de 
VEcole Poljrtechniquej LX* Gahier). 
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Posons 



B 






Si F est assujettie a s'annuler sur S, le rapport 

A 

B 

est minimum pour 

F = U;,4-1. 

D'ailleurs, sa valeur est, dans ce cas, 



On a done 






quelle que soit la fonction F. 

Ces diverses propositions sont bien connues et il n'y a pas lieu d'y 
insister. 

Nous allons en deduire un important theoreme indique pour la pre- 
miere fois par M. Poincare. 

Considerons une fonction V presentant les caracleres de continuite 
definis a propos de Tenonce du probleme de Fourier et verifiant les re- 
lations 

AVzrz:'';- dansT, 
at 

Vs=:o sur S, 

Vo= 9 pour t — o, 

Supposons qu'une telle fonction existe. 

En refaisant encore ici le raisonnemeut du n** 23, on constate aise- 
ment I'existence et la continuite, mime sur S, des derivees 

d\ d\_ dW 

dx dy ' dz ' 



Xp= I (pUpdT 
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au moins pour t > z^, /o etant un nombre positif aussi petit d'ailleurs 
que Ton voudra. 
Posons 

et 

V- .AiU,e-5.'H-...-HA„U„e-^n'H-R„, 

la fonction R^^ etant definie par cette egalit6. 
On a evidemment 

AR„--^^ dansT, 
R;,~o sur S, 

quel que soit n. 
Cela pos6, la serie 

est absolument et uniformement convergente pour t > /o. ainsi que les 
series derivees. Sa somme est une fonction continue. Done R;, tend 
uniformement vers une limite R, qui est une fonction continue, lorsque 
n augmente indefiniment, pourvu que / reste superieur a t^. 

J'ajoute que R;, se reduit a une fonction continue quand t tend vers 
zero, pourvu que n soit fini. 

On a 

Jp= f yUpdr ^ Ap6-V+ f RnUpe/T, 

tant que p ne depasse pas n. 

D'autre part, J^ est une fonction de /, et Ton pent ecrire 



d3p 

dt 






en tenant compte de Tequation 

dV 
dt 



AV = 



La formule de Green est ici applicable, d'apres les remarques faites 
sur les derivees premieres de U^ et de V. Jointe aux relations 

Up = o, V r=r o sur S, 
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clle donne 



d'oii 






Posons 






p dr — Ap. 



C'est la valeur de Jp pour / — o. On a 

Jp — kp e~^p'. 

Done 

pour p = n. 

Posons maintenant 

x.^fy.C^Ydr. 



t/(T\ 



On a 



'^i-fy-^---i--^--—m'^- 



et toutes ces transformations, basees sur des relations verifieesparR^, 
ainsi que sur la formule de Green, sont legitimes, car il estclair que 
les derivees premieres de R,, restcnt continues, meme sur S. 

Nous avons 

dUn . 

-dt -^^^n^'^' 

Or, d'apres un lemme rappele plus haut, les egalites 



(T| 

entrainent I'inegalite 



J' R„U^rfT — o, pour/? ^ /I, 



— -->; 
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Done 

et, par suite, 

B;,<B2e--U/. 

Or, on a 
d'ou 

Par eonsequent, 

N etant un nombre assignable qui ne depend que de 9 et de T. 
Finalement, on a 

Done, si />/o> B/i ^^nd uniformement vers zero quand n augmente 
indefiniment. Mais B^, tend aussi vers 



f R' dr. 
Done 



Comme R est une fonction bien determinee et continue, on conclut 

de la 

R — o. 

Ainsi R;, tend uniformement vers zero quand n croit au dela de toute 
limite. 
De tout ce qui precede, resulte Tegalite 

pour 

On voit que V peut sexprimer par la serie de solutions simples que la 

Ann. de I'Ec. Normale, 3« Serie. Tome XV.— Avril iSqS. i8 



^ 
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methode classique d' integration amenerail a considerer. Mais la serie 
nest i^alahle que pour / > o, et, de plus, on nepeut se servir du theoreme 
precedent que si Von est assure d'avance de V existence d'une fonclion V 
resolvant le probleme de Fourier. 

Ce theoreme, que je designerai par le nom de theoreme de M. Poin- 
care, nous servira plus loin. 

82. Je vais donner tout de suite une application du theorfeme.de 
M. Poincare en demontrant un second theoreme, qui sera la genera- 
lisation du theoreme de Harnack relatif aux fonctions harmoniques. 

Soit (p(j7,j, 5) une fonction continue donnee. On sait seulement 
que cette fonction est continue, mais elle pent n'avoir pasde derivees. 
Nous avons vu (n** 20) que Ton peut toujours ecrire 

? = 2P/, 

Ics P| etant des polynomes entiers en (cc,y,z) qui verifient respec- 
tivement les inegalites 

|P/|<ei, 



oil £/ designe un nomhre positif qui forme le terme general d'une 
serie convergente. 

Considerons les fonctions V, qui satisfont aux equations 

AV, - ^ dans T, 
' dt ' 

V/ — o sur S, 

V| rzz P, pour ^ = 0. 

Etudions la serie SV,. 

Un lemme nous est necessaire. Je dis que, si une fonction continue V 
verifie les relations 



AV f 

dt 


dans T, 


Vs-o 


sur S, 


Vo - - 9 


pour t 0, 



et si Ton a 



?!<«' 
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on a aussi 



V|<a. 



En effet, posons 



il vient 



Ar^$, £,Q^J^ dansT, 

dt dt 

Ts > o, ©s > o» sur S, 

To > o, 00 > o pour ^ = o. 

En aucun point de T, il ne pent exister pour t ou T de minimum ne- 
gatif encore decroissant. Cela ne peul non plus arriver sur S ou pour 
/ = o. Done, ni t ni ne peuvent prendre de valeurs negatives dans la 
suite des temps. Done on a 

r>o, 0>o, 

et, par suite, 

■ V|<a. 

Cest ce que nous voulions demontrer. 

Revenons alors aux fonctions V,-. On tire du lemme precedent les 
in^galites 

|V,-|<e,. 

Done la serie 

v = i;v, 

est absolumentetuniformementconvergente, quels que soient le point 
{xy y, z) dans T ou sur S et Tinstant t positif ou nul. Done V est une 
fonction continue qui s'annule sur S et se reduit a 9 pour / = o. 

Supposons maintenant / > /o» ^0 etant un nombre positif quelconque. 
Soit 

A;,,, == f P, U^ dT. 
On a 

La serie double 
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est evidemment convergente. La convergence est absolue et uniforme 
pour t > /(,. On peut done ecrire 

et, en changeant I'ordre des sommations, 

Or 

2< Ap./ = r U^ 2 P, rfr = f Vp<fdz-Ap, 

d'ou 

On conclut immediatement de la I'equation 

en differentiant terme a terme, ce qui est permis (n® 90). 

Ainsi, la fonction V est solution de I'equation de Fourier, s'annule 
sur S et se reduit a <p pour / = o. 

On peut done enoncer le theoreme suivant : Si Conprouve V existence 
d'une solution du probleme de Fourier dans le cos oil la fonction initiate 
est un polynome, on pourra affirmer V existence d'une solution dans le 
cas le plus gendral. Je me bornerai done desormais au cas oil <p est un 
polynome. 

Je me suis appuye, a un moment, sur ce fait que la serie double 

est absolument et uniformement convergente. En effet, soit 
L'inegalite de Schwarz donne 

A«,< f Pfdr f Vfdr. 

Done 



■N 
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Maintenant, on a 



Up!<M|p 
et 

e- V <. e^^p^o. 

D'autre part 



?pe-Vo< vT' 



L 



L etant un nombre assignable, car 

tend vers zero quand p augmente indefiniment. Enfin 

On voit par la que la serie proposee a ses termes plus petits en valeur 
absolue que ceux de la serie 




6,V/TM^-1, 



qu'on pent ecrire 



Or la serie 



MLv/T 



N ZdZdp^' 



est convergente et ses termes sont des constantes positives. Notre 
proposition est done etablie. 

Cette derniere remarque etant faite, tout est pretpour la demonstra- 
tion rigoureuse de I'existenee d'une solution du probleme de Fourier 
reduit, lorsque 9 est un polynome. 

83. J'emploierai une methode imitee de celle du balayage. Les con- 
siderations contenues dans la premiere Partie de ce Memoire facilite- 
rontbeaucoup notre tache en nous permetlant de passer rapidement 
sur certaines discussions. 

Envisageons le domaine T limite par la surface fermee S. Soit S une 
sphere comprenant a son interieur toute la surface S. Designons par 



^ 
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le doniaine interieur a S et par dcf un element de S ayant pour coor- 
donnees {x\ y\ s'). 

Soil p' une fonction quelconque, continue et positive en tout point 
{x\ y, z') de S. Posons 






4R 
R etant le rayon de la sphere £. Considerons la fonction 

/•'= ( J- — a:')'H- (7 — /)*-i- (^ - s')'- 

On a 



AW 







dt 



en tout point de 0. En outre, il est clair que Wo est holomorphe dans 
le meme domaine. Enfin, on voit que 1^ fonction W© est positive a I'in- 
terieur de S et que Ton pent choisir p' de faQon que 

9(^, 7, ^)< Wo(x, 7, 5, o) 

en (out point de 0. 

Je suppose la fonction donnee 9 positive ou nulle dans tout le do- 
maine 0. Cette fonction est, en outre, un polynome entier en (a?, y, 5). 
Nous verrons plus loin quelles generalisations sont possibles. 

Reprenons maintenant les spheres £2/ definies au debut du n^ 22 et 
considerons-les Tune apres I'autre, en adoptant le meme ordre de suc- 
cession qu'a propos des equations du regime permanent. 

Ces spheres (2, vont me servir a faire, a partir de la fonction Wo, une 
serie d'operations semblables'a celles que j'ai appelees au n^ 22 des 
halayages. 

Determinons une fonction continue U© jouissant des proprietes sui- 
vantes : 

AUo^^ dans^i, 

dt 

Uo =Wo sur ^1, 

Uo = Wo — 9 pour ^ = o. 
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D'apres ce que nous avons vu dans le Chapitre I de cette troisieme 
Partie, nous pouvons calculer Uo- 

Je dis que cette fonction Uo est positive. En effet, elle est positive 
pour / = o et elle resle positive sur £2| dans toute la suite des temps. 
Si done elle devenait quelque part negative, il y aurait certainement 
pour elle, a un instant determine et en un point interieur a £2f , un mi- 



nimum negatif pour lequel 
Done 

Posons maintenant 



dt 



serait negatif. Or Ceia est impossible. 



Uo>o. 



00 -Wo- Uo. 



On a 



Ae„-^«=: 



Oc 



e 



— 



— r— ■ 

dt 


dans £2i. 





sur £2i, 


? 


pour t 0. 



On conclut de la, toujours par le memeprocede, employe deja, pour 
montrer que le probleme de Fourier n'a qu'une seule solution, Tine- 
galite 

00 >o. 



Done 



o<Uo<Wo. 



Un raisonnement identique a celui du n"* 23 montre Texistence et la 

continuite de la derivee ^ en tout point de Q^ pour / > o. Puisque 0o 

s'annule sur £2, et ne prend que des valours positives a Tinterieur de 
cette sphere, on a 

dni ~ 

sur 12|, pour/> o. 

Concevons maintenant une fonction W, qui coincide avec W,, a Tex- 
terieur de 12| et avec Uo a Tinterieur. On a 



W,>o, W,<Wo. 
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Sur (2^ , pour / > o, la relation 

drii drii diif ~ 

est verifiee. Enfin, il est clair que la fonction W| est continue dans 
tout Tespace pour / > o et que, pour / = o, elle se reduit a W,, a I'ex- 
terieur do £2f et a W© — 9 a Tinterieur. 
J'ajoute que la double inegalite 

o<W,<Wo 
montre que, si ^ est un nombre positif inferieur a a, le produit 

tend uniformement vers zero quand / augmente indefiniment par va- 
leurs positives. 

Prenons maintenant la fonction W^ et la sphere (la. Supposons, 
pour fixer les idees, que la sphere Qa coupe ia sphere (2,. Alors la 
sphere (la est divisee en deux regions, Tune (i) cxterieure a (2,, 
I'autre (2) interieure a Q,. 

On a 



AW, 



AW, = 



dt 
dt 



dans (i), 



dans (2), 



tAV, tAV, 



drii 



dne " 



£0 



sur la portion de 12, situ^e dans £2s. 



Determinons une fonction continue U| jouissant des proprietes sui 
vantes : 

dans 1^2, 

sur 12], 
pour / = o. 






U, =W, 



Cette fonction, dcvant satisfaire aux conditions de continuite fonda- 
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mentales, verifiera, en tout point de la portion de £2, interieure a (la* l^ 
relation 



drii dn 



=: O. 



En vertu des lemmes rappeles au n** 80, on peutalBrmer que la fonc- 
tion U, cxiste. 

Cela pose, on a evidemment 

Uj>o. 

Ecrivons 

II vient 



Aft ^®i _ ^ 

AA ^®» 

d%x dS, ^ 
— - -\- — - _ o 
drii drie " 



dans (i), 



dans (2), 



sur la portion de 12i situ^e dans l^,. 



Enfin on a 



01 = 



sur 12), 

pour ^1=0, dans (2), 

pour / = o, dans ( i). 



Je dis que la fonction 0, est positive. 
En effet, soient 

fl^o), un element de (2^ ; 

oo^y, z' les coordonnees du centre de gravite de rfco, ; 

r la distance du point courant {x, y, z) au point {x\ y\ z'). 

Posons 



On a, en tout point de Q,, 






t/&3, 



dk c£k 



drii dfie 



z= — I. 



De plus, X est le potentiel newtonien d'une couche homogene de ma- 

^nn, de I'tc, Normale, 3* Serie. Tome XV. — Avbil 1898. 19 
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tierc attirantc repanduo sur ii, ; c'est unc fonction toujours positive 
et holoinorphe en tout point de Tespace non situe sur Q,. II suftit de 
fairc voir evidernment que la fonction t,, definie par Tegalite 

est positive; il en sera alors de meme de 0,. 
On a 

A ( T~^ "*" Zf^ ) —•'^\=^ sur la portion de lii situee dans i2„ 

Ti = o sur 1^2, 

T, = o pour ^ = o, dans ( a ), 

Ti=:: r-cp pour ^ = o, daus (i). 

La fonction t, est positive ou nuUe pour / = o et elle reste toujours 
nuUe sur Qa- Si done elle devenait negative, il y aurait pour elle, a un 
instant positif determine et en un point interieur a £22» un minimum 

negatif pour lequel ^^ serait negatif. Cela ne pent avoir lieu ni dans 

la region (i), ni dans la region (2), en vertu d'un raisonnement deja 
fait plusieurs fois; on aurait alors en effet 

^ . . y^ dTi ^l:^ dzi ^ 

X>o. Ar,>o. 2_-=o, -^<o, 

et, par consequent, les equations prescrites ne seraient pas verifiees. 
La chose ne pent pas davantage se produire en un point de la portion 
de £1^ interieure a l^^. Cela impliquerait en effet 

^>''' dJTr'"' dJT^'"' ^'<*^' 

et I'equation prescrite serait impossible. On conclut de la que Ton a 

Ti>0 
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et, par suite, 

0,>o. 

Notre proposition est etablie. 

L'inegalite precedente peut s'ecrire 

o<U,<W,. 

Concevons alors une fonction Wj qui coincide avec W, a Texterieup 
de lij Gt ^vec U, a I'interieur. On a 

J'ajoute que la fonction Wj est continue dans tout Tespace pour / >• o 
et qu'elle coincide, pour / = o, avec W^— <p dans une region de Fes- 
pace et avec W^ dans Tautre. 

Les inegalites que nous venons d'ecrire montrent encore que le pro- 
duit 

tend vers zero quand / augmente indefiniment par valeurs positives. 
Enfin on prouverait encore ici I'existcnce et la continuite sur Cl^ de 

-T-^; la raarche a suivrc serait la meme que pour les equations du re- 
ginrie permanent. On a 



^>_o. 



dni 



d'oii 






diii dn 



c 



sur lia et sur la portion de Q^ exterieure a lij. 

La fonction W^ presente done exactement les memos caracteres que 
presentait tout a Theure la fonction W,. On en deduira une nouvello 
fonction W3 qui sera liee a Wa comme W^ Test a W,. On voit appa- 
raitre nettement Tanalogie de ces balayages successifs avec ceux quo 
nous avons consideres a propos du probleme de Dirichlet generalise. 

Continuous de la sorte en prenant successivement toutes les 
spheres li/ dans I'ordre indique. Nous aurons toujours les memos ope- 
rations a effoctuor. Nous construirons done une suite indefinie de 
fonctions 

Wo, Wj, VVj, •••» Wk» •••» 
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satisfaisant aux inegalUes suivantes : 

Wk>o, Wk^,<Wk. 

II est clair que celte suite est convergente : soit W sa limite. 

Nous allons maintenant etudier la fonction W (a?, j, js, /), qui vient 
d'etre definie pour tout point du domaine T et pour toute valeur posi- 
tive du temps. 

84. D'abord W a une valeur bien definie et unique en tout point 
(x,y,z) de T et pour toute valeur positive de / : e'est une fonction 
uniforme de (.r, y^ z, t). 

Cette fonction ^sijinie^ car on a 

W<Wo 

pour chaque systerae de valeurs de {x,y,z, t). 

Je dis que la fonction W n*est pas identiquement nulle. En effet, 
soit r une fonction continue jouissant des proprietes suivantes : 

Ar--=^ dansB, 

dt ' 

r =: Wo sur 2, 

r = Wo— 9 pour/=ro. 

Un raisonnement deja fait plusieurs fois montre que Ton a 
quel que soit K. D'oii 

Wo^w>r. 

Or, on a 

r>o, 

Tegalite etant exclue. Done W ne s'annule pas. 
Les inegalites 

Wk> w>r 

montrent iramediatement que W se reduit, pour / = o, a la memc 
fonction de (x, j, :;) que Wo — 9. 
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Les inegalites 

Wo>W>o 

donnent 

On en conclut que le produit 

tend uniformement vers zero quand t augmente au dela de toute limite 
par valeurs positives. 

Soit M un point de S. Construisons une sphere Sj, tangente a S en M 
et exterieure a T : cela est possible en raison des hypotheses faites 
sur S. Soit Si, une autre sphere concentrique a Sj, et contenant a son 
interieur tout le domaine T. Nous pouvons supposer que la sphere S 
ait ete prise assez grande pour contenir a son interieur toutes les 
spheres, telles que Si,, correspondant aux divers points de S. Determi- 
nons alors la fonction continue Q qui jouit des proprietes suivantes, en 
appelant Dj, Tespace compris entre Sj, et Si, : 

A^=-3- dans Dm. 

ot 

£2= Wo suriMetii, 

£2 = Wo — 9 pour / = o. 

Sachant resoudre le probleme de Fourier pour le cas d'une couche 
spherique, nous savons calculer (2. On a 

Wo>Wk>^, 

quel que soit K. D'oii 

Wo> W>£2. 

Or, quand le point (x,y,z) tend vers le point M, / etant positif. 
Wo et (2 tendent vers la valeur qu'a W© en M. Done il en est de meme 
pour W. Done W prend sur S les memes valeurs que W^ pour / > o. 

Je dis maintenant que la fonction W(a?,j, 5, r) est solution de 
Tequation de Fourier 

dt 

Avant de le demontrer, je vais etablir quelques lemmes. 
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85. Parmi les spheros (2,, considerons-cn iinc en particulicr : 
soit Qa celte sphere, d'ailleurs quelconque. Supposons qu'elle ait ete 
considcree dans la recherche de W aux operations numerotees : 

0(|, ^2) ^)> * * * > ^rty • . . . 

D'apres Tordre assigne aux spheres (2/pourlesbalayages successifs, 
les operations dont je viens de parler sont certainement en nombre 
infini. Cesoperationsdonnentnaissance, respectivement, auxfonctions 

qui forment une suite convergente de termes positifs et decroissants 
ayant W pour limite. 11 est clair que Ton a 

pour toutes les valeurs de Tindice n. Considerons alors la serie 

(Wa.- W«.) -i-(Wa,- Woe,) -+-. . . -f- (W«,~ W«_) +. . . . 

Tous ses termes sont positifs; elle est convergente et sa sorame 
est Wg^ — W. Je vaisdemontrer qu'elle estuniformement convergente. 
Alors il sera etabli que W est une fonction continue dans lia pour 
toute valeur positive de /. 

Posons 

On a 



u. w^- 


~ ^oim+r 


^"■■T 


dans 12a, 


U„>o 


sur i^a. 


U«^o 


pour t o. 



Nous pouvons evidemment concevoir une serie de fonctions$^ ne 
dependant que de (.r, y, z), definies et continues en tout point de lia, 
positives et telles que Ton ait 

0„> U« sur £2a> quel que soit t. 

Supposons en outre, comme il est permis, que la serie 2$^ soit 
convergente. Construisons alors les fonctionsH„harmoniques dans Q^ 
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et prenant sur cette sphere les valeurs $;,. Chacune des fonctions U^ est 
positive et, en vertu du theoremc de Harnack, la serie SH^, est unifor- 
mement convergente dans tout domaine interieur a lia- Cela etant, on 
constate aisement que la difference H;^— U;, est positive pour toute 
valeur de I'indice n : cette difference, en effet, est une solution de 
Tequation de Fourier qui reste positive sur (2a quel que soit t et qui 
se reduit a H;, pour / = o. 

On conclut de la que la serie SU;, est uniformement convergente 
dans toute sphere Q'^ interieure a I2a. 

Done W est une fonction de {x^y^ z, l) continue ^ pour toute valeur 
de ty dans une sphere (2^ quelconque et^ par suite^ dans tout le domaine T. 

Posons maintenant 

\—j Wo(j?,/, ^,T)<iT — ^ Wo(^,y, 5, 0- 
Considerons Tintegrale 

Je dis que, malgre la presence d'une limite d'integration infinie, 
cette integrale a un sens. 

En effet, puisque W est une fonction continue, il est clair d'abord 
que c'est une fonction integrable. Ensuite, on a 

o<W<Wo, 

d'oii, /etant un nombre positif. 



f "Wdz < fWodz<f Wodz, 



Ainsi, Texpression 



/' 



W^T, 



qui va en croissant avec /, ne depasse pas une limite assignable : elle 
a done une limite et, par consequent, J a un sens. Nous avons, par 
consequent, construit une fonction i(x,y, 5, /), definie et continue en 
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lout point de T etpour toute valeur non negative de /, positive, allant 
en decroissant lorsque t augmcnte et tendant vers zero lorsque / croit 
au dela de toute limite. Enfin, on a manifestement 

dt 

car nous sommcs dans des conditions oil Ton peut appliquer la regie 
relative a la derivation des integrales. 
Soit 

Reprenons la serie 

Chaque fonction U;, remplit, a Tinterieur de la sphere lia» les condi- 
tions suivantes : 



L'integrale 



AU„ ^" 


dans ^0(9 


U„-o 


pour t 0, 


cP"U„-o 


pour / _ + 00. 


f\ 


.^T 



a un sens pour toute valeur de n. On a 

quel que soityo. Or 

p 

et R^ tend uniformement vers zero quand/? augmente indefiniment. 
Mais 

y R^^T<y*(Wa.-W)^T<J«.--J. 
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Done, rintegrale 

a un sens. D'ailleurs, a cause de la convergence uniforme de R^ vers 
zero, cette integrate tend vers zero. Finalement 

On a ainsi un developpemenl de J en serie. 

Dans rintegrale V^,, les conditions pour que Ton puisse differcntier 
sous le signe d'integration, malgre la presence d'une limite infinie, 
sontevidemment remplies; d'oii 

^» — u 
dt ~ " 

et 
On conclut de la 



Remarqiions que la seric 



AV„_ 


: -^ dans liot. 
ot 


5rie 









qui coincide terme a terme, au signe pres, avec la serie 

est uniformement convergente. Sa somme est done 

dt dt' 

Tirons de la quelqucs consequences : 

Soit G la fonction de Green relative a une sphere 0. contenue 

Ann, de I* Ac, Sormale, 3*S6rie. Tome XV. — Avril 1898. 20 
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(lansQaCtau point (a:,y,z) situe a Tinterieur dc Q^. Appliquons la 
formule de Kirchhoffaux fonctions V^, et G. II vient immediatement 



J(^'\"'"'i Jfc\'\ ^* 



en appelant dtj et di un element de la surface et du volume de ii^- 
Cela pose, les series 

Vv V^« 

Zd^"' Zd dt 

sont uniformement convergentes dans ii^. D'autre part, pour un point 
(a?, J, z) quelconque interieur a (2a» on peut assigner des limites 
superieures aux integrales positives : 

J' -T^flfo-, / Gdr. 

(q;) ''''' ^(Q'.) 

On conclut immediatement de la 
grace a une discussion tres simple deja faite bien des fois. Or, on a 

J(q;) dn, J(Q, ) dt 

Done 



II est visible, sur cette expression de J, d'apres les proprietes connues 
de G, que J a, en tout point interieur a li^, des derivees partielles du 
premier ordre : 



dJ 05 dJ 



> -r-> 



dx dy dz 

qui sont continues. En vertu des memes formules, on voit que ces 
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(lerivees peuvent etre obtenues en differentiant la serie SV^, terme a 
lerme. 

Considerons maintenant la fonction 



'■=/ 



3(a:,yyZ,r)d7. 



On peut refaire pour J' tons les raisonnennents que Ton a faits pour J. 
On a 



j«.-j'=2/ v.t/T=2v'„. 



Cette fonction J' jouit evidemment des memes proprietes que la 
fonction J. En particulier, il est clair que les derivees 

or dj[ dr dr 

dx dy dz dt 

et 

dU' d^y dU' d^y 

dxdt' dydt' dzdt' dt- 

existent et sont continues a rinterieur de iia- Ces derivees peuvent 
etre obtenues en differentiant la serie 

terme a terme. De plus, on a 






et 

, dy r ciG dy , r ^ d^y , 

A cause de I'existence des derivees 

d'-y d^y d^y 

dx dt dy dt ' dz dt 

on voit que la fonction J' possede a Tinterieur de li^, des derivees par- 
tielles continues des deux premiers ordres que Ton peut obtenir en 
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differentiant termc a lerme la scrie 2V),. Or, on a 



A v.. =r - 



n 



dt 



n 

~ » 



On conclut de \k que Ton a 



dy 



AJ--:rr,' 



dt 



et cela pouvait se voir aussi, grace aux expressions de V et do -j- 

par des integrales definies, en refaisant une fois de plus une discussion 
que nous connaissons bien. 

Inequation de Fourier est verifiee par J' a I'interieur de la sphere (2^- 
Mais celle-ci est quelconque. Done, cela a lieu en lout point du do- 
mainc T. 

Nous allons maintenant redescendre de la fonction J' a la fonction \V. 



86. On constate aisement, d'apres les remarques des paragraphes 
precedents, que Ton a 



dt 



dans T, 



I 



J' z= -^ Wo sur S. 



Enfin, appelons JJ, la valeur de J' pour t = o. C'est 



J'o= / J(^,7,5,T)flfT. 



C'est done une fonction continue de (^,7, -). 
On a 

$ ne dependant que de (x, y, z). Posons 

K ne dependant aussi que de (a?, 7, z). Supposons que Ton ait choisi 

K de fa^on que 

AK-ha«K=:o dansT, 

K=iO surS. 
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Cela est possible, d'apres la premiere Partie de ce Memoire, si, comme 
rien ne s'y oppose, on a pris a assez petit. Prenons alors 



ct 



II vient 



^ = K~-.K 



U = J'--,H. 



car on a 



IT ^^ 


dans T, 


U=:0 


sur S, 


U_^ 


pour / o, 


'" = t? 


(Jans T, 


H~Wo 


sur S, 


H = K 


pour t — o. 



C'est de la que nous allons conclure cet important theoreme que les 
Jerii^e'es successives de J' par rapport a t verifient V equation de Fourier, 
II est clair d'abord que la derivee 

qui est egale a a*H, existe et verifie I'equation de Fourier. 

Cela pose, reprenons les fonctions fondamentales U^ et les nombres 
caracteristiques correspondants \p de M. Poincare. D'apres un theo- 
reme demontre plus haut, si Ton pose 






on a 



(T) 



U = i;ApUpe-^/''. 



On conclut de la sans peine que la derivee 



dt- 



existe et satisfait a I'equation de Fourier. 
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Finalement, la f one lion 



dt' 



remplit dans T toules tes conditions de continuite prescrites par Venonce 
dii problenie de Fourier et verifie dans le mime domaine V equation aux 
derii^Ses partielles du refroidissement 

ot 
pourvu que t soit positif. 

En resume, la methode du balayage nous a permis de construire une 
fonction W(a7, j, z, t) remplissant les conditions de continuite im- 
posees et jouissant des proprietes suivanles : 



AW = '^ 

dt 


dans T, 


W-Wo 


sur S, 


W-Wo-9 


pour t o, 


eP"W-o 


pour/ -+-00. 



C'estde la que nous allons deduire tres rapidement la solution com 
plete du probleme de Fourier. 



87. Posons 
On a 



V=rWo-W. 



AV = -r- dans T, pour / > o, 

Vs = o sur S, pourOo, 

Vo = 9 dans T, pour ^ = o, 

lira eP'' V = o quand t croit indefinimenl par valeurs positives. 

En outre, les proprietes de continuite imposeos par Tenonce sont 
assurees. 

La fonction V est done la solution du probleme de Fourier reduit. 

Nous avons suppose la fonction 9 holomorphe et positive en tout 
point de T. Voyons maintenant comment il est possible de se debar- 
rasser de ces hypotheses restrictives. 
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88. D'abord, le theoreme analogue a celui de Harnack, que nous 
avons demontre au n** 82, permet de passer du cas que nous venons 
de trailer a celui oil la fonction 9, toujours positive ou nulle, n'est 
plus que continue dans T. 

Abordons enfin le cas general. La fonction 9 est alors simplement 
definie et continue dans T, son signe est quelconque. 

CommenQons par prolongerla fonction 9, d'une maniere d'ailleurs 
arbitraire, de faQon qu'elle soil continue dans toute la sphere 0. Cela 
fait, posons 

avec 

?i^o, 91^0. 

Construisons, par la methode du balayage, a I'aide de 9, et 92, les 
deux fonctions V, et V2 qui resolvent le probleme de Fourier quand 
les valeurs initiales donnees sont respectivement 9, et 93. Soit enfin 

La fonction V est la solution cherchee. 

89. Le theoreme d'existence que nous venons d'etablir est suscep- 
tible de plusieurs generalisations. J'indique brievement les deux prin- 
cipales. 

On peut supposer que le domaine T presente a sa frontiere S cer- 
taines singularites. Sur ce point, je n'ai qu'a renvoyer a I'etude ana- 
logue faite pour le probleme de Dirichlet generalise. 

Voyons, pour finir, ce qui arrive si le nombre des variables ponc- 
tuelles independantes n'est pas egal a trois. Raisonnons sur le cas de 
fl^ewo? variables. Tons les calculs restent les memes. Mais la definition 
de Wq ne subsiste plus. Bien que Ton puisse refaire ici la remarque du 
n** 25, je prefere proceder directement. 

Partons d'une fonction continue U qui verifie les relations 

AU4-a>U = o dansB, 
U = I sur 2. 

Si a est assez petit, on peut construire U. Posons alors 

Wo=:e-«''U. 
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La nouvelle fonction W^ jouit des memes proprietes que Tancienne 
et, cette fois, sa definition n'implique aucune restriction quant au 
nombre des variables. 



III. — Forme analytique de la solution du probl^me de Fourier. — Lois 
du refroidissement. — Representation des fonctions arbitraires par des 
series proc^dant suivant les fonctions fondamentales de H. Poincar^. 
— Application au probldme des membranes vibrantes. 

90. Reprenons la fonction qui resout le probleme de Fourier, c'est- 
a-dire la fonction V qui possede Ics proprietes suivantes : 

AV = ^ (Jans T, 
ot 

Vjjtzr o sur S, 

Vo=: 9 pour ^ = o. 

D'apres le theorenic de M. Poincare, demontre au debut du Chapitre 
precedent, nous pouvons ecrire 

les U^ etant les fonctions fondamentales dont les ^^ sont les nombres 
caracteristiques et les constantes A^ etant definiespar les quadratures 
que Ton sait. 

Nous oblenonsainsia/705/mon, en nous basant sur Texistence de V 
prouvee directcment, Texpression explicite de cette fonction par une 
serie de solutions simples. Mais la serie n'est valable que pour r > o. 

La serie obtenue en derivant n fois par rapport a / est 

On a 

AJ<A, |UJ<BJ,„ l,>Cs/p\ 



A, B, C etant des constantes positives convenables qui ne dependent 
pas de/?, mais seulement de 9 et du domaine T. La serie precedente 
sera absolument et uniformement convergente pour />/o>o si la 
serie numerique 
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est elle-niemc convergente. Or, le produit 

lend vers zero quand/? augmente indefiniment. En effet, il est positif 
etinferieura 

Mais on salt que 

tend vers zero quand $^ et, par suite, p augmentent au dela de toute 
limite. Done V a par rapport a t, pour / > o, des derivees partielles con- 
tinues de tous les ordreSy quon peut obtenir en derivant la se'rie V terme 
a terme. 

Etudions maintenant les derivees de V par rapport a {pc,y^ s). Soit 
T' un domaine contenu dans T. Considerons la serie 



2*. 



dM 



i' e-V. 



'' dx 

On a 
et 



ox 4 71 / -,. ^ dx 



(T) 

Mais on peut assignor une limite superieure L a 



ri— 



dz'. 



(T) 

tant que le point (a;, j, z) reste dans T'. On a alors 



dx 






Or, la serie 

est convergente. Done, pour />/o» ^o etant un nombre positif quel 
conque, la serie 



2*: 



d\] 



- e V 



'' dx 
Ann, de I'ic. Normalc. 3* Serie. Tome XV Mai 1898. 21 
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est absolumcnt etuniformement convergentedans T'. Ainsila fonction 
V a par rapport a x, en tout point interieur a T, une derii^de premiere 
continue, quon peut obtenir en derivant la serie V terme a terme. 

En procedant de la meme fagon et en faisant usage au besoin d'une 
transformation classique dans la theorie du potentiel newtonien, on 
verrait aisement que le menie theorenie subsiste pour une derivee 
quelconque de V par rapport a (^, j, z). 

On peut aller plus loin et montrer que V est, pour / > o, une fonc- 
tion holomorphe de {x^y, z, t). En effet, ecrivons par exemple 



V=:2 2 (-0=^A,U^e-Vo5 



(^-^oV 



a . 

f" a! 



Cette serie double est absolument et uniformement convergcnte 
lorsque \t — t^lest assez petit. D'oii Ton conclut que V peut etre deve- 
loppe en serie ordonnee suivantles puissances entieresde / — /^.Mais 
je n'insislerai pas sur ce theoreme qui n'appartient pas a Tordre des 
questions traitees en ce Memoire (*). 

Pour / = o, V n'est evidemment pas une fonction holonnorphe de 
{x,y, z), puisque V se reduit alors a la fonction arbitraire <p. 

Enfin, pour / = o, V n'cst pas non plus, du moins en general, une 
fonction holomorphe de /. C'est ce que je vais montrer en cherchant 
comment so comportent les derivecs de V par rapport a / lorsque t tend 
vers zero. 

91. Supposons la fonction (p finie et continue dans T ainsi que ses 
derivecs partielles des deux premiers ordres. Supposons en outre que 
<p s'annule sur S. 

Cherchons la fonction U qui jouit des proprietes suivantes : 

AU = ^ dans T, 
ot 

Us— o sur S, 



On a 



Uo::^A9 pour^ = o< 



U = 2B^Upe-V. 



( •) H. PoLNCARE, Th^oric de la chaleur, Cbap. V. 
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On peut ecrire 



si Ton applique la formule de Green et si Ton tient compte de ce fait 
que 9 et U^ s'annulent sur S. On a done 



d'ou 



By> ?/»A/> J 



"^^J- 



dV 



On voit done que ^ se reduit a Ay pour / = o. Alors il est clair que 
I'inegalite 



IA9KP 



entraine celle-ci : 



di 



<13, 



dt'' 



une limite superieure 



valable pour toute valeur positive ou nulle de /. 

De meme, si 9 a des derivees des quatre premiers ordres et si (p 

et A(p s'annulent sur S, on constate aisement que -^ se reduit a A A<p 

^1 V 
pour / = o. Dans ce cas, on peut assigner a 

valable pour ^^o. 

Rien n'empeche de continuer ainsi indefiniment. Une importante 
consequence peut etre tiree de la premiere de ces propositions. 

PlaQons-nous en un point fixe M de T. On a, par la formule des 
accroissements finis 

i etant un nombrc positif compris cntre o et /, d'ou 

|V-9|<i(3, 

^ ne dependant pas de t ni du point M. On aura done 



|V-9l<^ 
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£ etant un nombre positif donnea Tavance aussi petit que Ton voudra, 
des qu'on aura 

o<.<i. 
On voit que V tend uniformdment vers (p quandt tend vers zdro. 
92. Revenons maintenant au cas general. On a 

Supposons que la serie 
soit convergente. Posons 

Soit ^a 'a somnne des n premiers termes et R;, le reste correspondant 
dc la serie V. Comme les nombres ^p vont en croissant et, par suite, 
les quantites e-%^ en decroissant avec/;, on a, en vertu d'un theoreme 
bien connu du a Abel, 



P;, designant la plus grande des quantites 
On a done 

I R/, |< Pn 

pour /^o. Mais p^, tend vers zero, par hypothese, quand n augmente 
indefmimcnt. Done, la serie V converge uniformement par rapport a /, 
lant que t n'est pas negatif, c'est-a-dire reste positif ou nul. Done, la 
serie 

a (p pour somme, poun^u quelle soit convergente. 

Le probleme de la representation d'une fonction arbitraire par une 
serie procedant suivant les fonctions Up est done ramene au probleme 
de la convergence de la serie en question. 

Cherchons done les caracteres de convergence de la serie 
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On a 






Supposons que la fonction 9 jouisse des proprietes suivantes : 



1° 
30 



9=0 sur S; 
A<p = sur S; 
AA9 exisle el est continu. 



On peut alors ecrire, en appliquant deux fois la formule de Green, 

\p= I (f^\]pdr~— :p- I \]p^(^dz—j^l UpAA9c?T. 



On tire de la, en faisant usage de Tinegalite de Schwarz, 



K^P< f (AA9)»^T, 



d'oii Ton voit que Ton a 



A I M 



M etant une constante assignable. 
Cela pose, ecrivons 

9= A, U,4-...-hA„ Dn 

A9 = -A,?iU,-...-A„$«U„ 
AA9= A,?JU,4-...-hA.aU„ 

Je rappelle que Ton a 



ARJ, 
AAR?,. 






Multiplions les deux membres de la troisieme equation du groupe 
ecrit ci-dessus par 

q elant connpris enlre i et n, et integrons. II vient 



/ 



U^AAHS^T = o, 



l66 feD. LE ROY. 

egalite vraic tant que q n'est pas superieur a n. Elevens maintenant 
au carre les deux membres de la meme equation et integrons. On voit 
que Ton a 

On deduit de la que la somme 

A, 5i 4- . . . -H A„ ^„, 

qui va loujours en croissant quand n augmente, reste inferieure Ji un 
nombre fixe 



f (AA(p)»c?T. 

*//T \ 



(T) 

Done elle tend vers une limite pour n infini. Done, la serie 

est convergente. 

Cela pose, je considere la serie 

II y a des termes pour lesquels on a 
et d'autres termes pour lesquels on a 

\^n'\> FT- 

Prenons d'abord la serie 

On a 

|A.-U,.|<|A„^|N$„-<AJ.N5^. 

Or, la serie 

N.2AJ.^i- 

est evidemment convergente. Done, la serie 
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est absolument et uniformement convergente. Prenons maintenant la 



serie 
On a 



Or, on sail que 
d'oii 



Done, la serie 



2A„.U,. 
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est absolument et uniformement convergente. En resume, la serie 

est absolument et uniformement com^ergente et, par suites a (p pour 
somme. 

En definitive, notre probleme est resolu pour le cas oil 9 remplit 
les conditions indiquees. Plusieurs remarques decoulent de la, que 
j'indiquerai sommairement. 

D'abord supposons que les conditions restent les memes, sauf que 9 
et A9 ne s'annulent plus sur S. On pent toujours supposer que la fonc- 
tion 9 soit prolongee en dehors d'un domaine T' quelconque interieur 
a T, de fagon a presenter les caracteres de continuite voulus. Soit ^ la 
fonction ainsi prolongee. On suppose que 'J^ et A^ s'annulent sur S. 
On a 

avec 

Comme la fonction ^ coincide avec 9 dans T', on voit que la serie pent 
servir a representer 9 dans un domaine interieur a T, mais aussi peu 
different qu'on veut de T. 

Supposons maintenant que Ton ait seulement 

a>s = o, Acp conlinu. 
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Soit 

On sail que V tend uniformement vers 9. Done, si t^l^, to etant un 
nombre positif assignable, on a 



V-9)|<6. 
Ainsi, la serie 



^p^p^ r ^M^p^p 



represente (p avec telle approximation que Von veut, 
Choisissons /« de facon que 



|V-9|<i 



Soit R„ le reste de la serie 

On pent prendre n assez grand, une fois t^ fixe, pour que 



R«l<^ 



On a alors 



<p-2B/.u 



p 
1 



<e. 



On voit par la que, bien que I' on ne sache pas si la fonction ^ est deve- 
loppable en serie procedant suivant les fonctions Up, on peut reprisenler 
cette fonction as^ec telle approximation que I' on veut par une somme 
d'un nombre fini de termes de la forme B^ Up, les B^ itant des con- 
stantes. 

Ajoutons qu'une fonction quelconque (p possedant des derivees 
continues des quatre premiers ordres peut, quelle que soit son allure 
sur S, etre developpee en serie de la forme 



2ApWp-4-2Bp r W;G^T'4-2CpUp, 



Wp designant une fonction harmonique fondamentale. 
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93. Les propositions que je viens d'etablir au sujet des series de la 
forme 

et des integrales de I'equalion de Fourier trouvent leur application 
dans plusieurs questions de Physique mathematique, entre lesquelles 
je citerai seulement ici le probleme des membranes vibrantes. 

On connait I'equation aux derivees partielles qui regit les petites 
oscillations transversales d'une membrane elastique tendue. Appelons 
C le contour forme par le cadre auquel est attache le bord de la mem- 
brane, A Taire plane limitee par C, {00, y) les coordonnees d'un point 
de la membrane quand celle-ci est dans son plan d'equilibre naturel, 
z la cote du point {x, y) a Tinstant /. On a 

A ^'- 

Le probleme d'integration correspondant consiste a construire une 
fonction continue 3(a:,j, /), verifiant I'equation precedente en tout 

dz 

point de A, s'annulant sur C quel que soit /, et telle que z et ^se re- 

duisent, pour/ = o, a des fonctions continues donneesd'avance (p(:r, j) 
et^(;r,j). 

Les fonctions <p et ^ seront supposees continues dans A ainsi que 
leurs derivees des deux premiers ordres. De plus, elles s'annuleront 
toules deux sur C. La premiere represente Tetat originel de deforma- 
tion et la seconde Timpulsion primitive de la membrane. Cela ex- 
plique les hypotheses que je viens de faire. 

Quant a I'integrale z que nous cherchons, elle devra aussi etre con- 
tinue ainsi que ses derivees des deux premiers ordres tant par rapport 
a X ony que par rapport a /, et cela en tout point de A et pour toute 
valeur positive ou negative de /. 

Le probleme des membranes vibrantes n'a de sens precis, au moins 
au point de vue analytique, que si Ton faitces di verses hypotheses. 
En effet, on sait combien les equations de TEIasticite sont ditferenles 
des equations de la Chaleur; dans ce dernier cas, il pent exister une 
lighe le long de laquelle les derivees de 9 n'ont pas la meme valeur 
de part et d'autre, cela n'empeche pas Tintegrale quise reduita 9 pour 
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/ =: o d'etre holomorphe en tout point pour/>o; dans le premier 
cas, au contraire, les discontinuites originellesse conservent; si, pour 
^ = o, (p ou J^ presentait le caractere que je viens de dire, il en serait de 
nicme a tout instant pour I'integrale correspondante et alors le pro- 
blcme d'integration ne serait bien defini que si Ton connaissait a/^nori, 
pour toute valeur de /, la forme et la position de la ligne consideree, 
en meme temps que la nature de la discontinuite eprouveepars quand 
on traverse cette ligne. 

Je dis que le probleme des membranes vibrantes comporte au plus 
une solution. Supposons, en cfTet, qu'il en admette deux distinctes z^ 
eiz.^. Soit :; leur difference. Cette fonclion 5 remplira les conditions 
de continuite prescrites, sera solution de I'equation, s'annulera sur C 

quel que soit t et se reduira a o pour / = o, ainsi que ^- La fonction 

z sera done nuUe a Torigine des temps. Je dis qu'elle ne pourra pas 
commencer par prendre des valeurs positives. En effet, si cela avait 
lieu, ce ne serait pas sur C oil s reste nul, ce serait done en un point 
de A. II y aurait alors un point de A oil, pour un instant determine, 
z aurait un maximum positif encore croissant. On aurait en ce point 
et a cet instant 

Mais -Tj part de zero; d'oii, a I'instant considere, 



dt 



>o, 



car — ne pent arriver a une valeur positive qu'en croissant. Cela est 
incompatible avec I'equation 

qui doit etre verifiee au point et a I'instant consideres. Done, z ne peut 
pas commencer a prendre des valeurs positives. On verrait de meme 
que z ne peut pas commencer a prendre des valeurs negatives. Done z 
reste nul; d'oii 



sj, 



et la proposition annoncee est etablie, 
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Je vais m'occuper maintenant dc la recherche effective de Tunique 
integrale possible. Je remarque pour cela que tout ce qui a ete dit 
plus haul, au sujet du probleme de Fourier et des fonctions fonda- 
mentales de M. Poincare, est encore vrai quand it n'y a plus que deux 
variables independantes x et j. 

Soit U/ une fonction fondamentale et ^] le nombre caracteristique 
correspondant. 



Gela etant, posons 












'(A) 



ddi etant un element de Taire A. Considerons la fonction 



z — V( a;cos|t-^ -h ^ sin|/^jU/e-^'^ 



etant un parametre. C'est une fonction de (a7,j, :;,/, 6) qui, pour 
0>o, a des derivees de tous les ordres qu'on pent obtenir en diffe- 
rentiant terme a terme. On a 

Ac — -T-^ dans A, 
5 — sur C, 

tant que est positif. Pour / = o, -s et ^ se reduisent a deux fonc- 
tions U(a:,j, 6), V(ir, J, 6), qui s'annulent sur C, qui verifienl les 

equations 

All ^U .^ d\ 

et qui, lorsque 6 tend vers zero, tendent uniformement vers 9 et ^. 

On pent imaginer une suite convergente de valeurs de ayant zero 
pour limite. Si Oy est un terme de cette suite, la/onction Zj correspon- 
dante s'annule sur C et verifie Tequation des membranes. Enfin, pour 

/ = o, Zj ei-^se reduisent respectivement a Uy et Yj qui different 

aussi peu que Ton veut de 9 et ^, pourvu que Oy soit suffisamment 
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petit. J*ajoute que, si eestun nombre positif donne a I'avance aussi 
petit qu'on voudra, on peut realiser les inegalites 

|Uy-9|<£, |Vy-vH<e, 

pourvu que 6y solt assez petit. 

Le probleme des membranes vibrantes peut done itre re garde comme 
resolu au point de vue physiquey en ce sens que I' on possede un moyen 

effectif de former une fonciion continue z qui remplit toutes les condi- 

dz 
tions prescriteSy saufque z et-^^ au lieu de se reduire rigoureusement 

pour t = o a des fonctions donnees, en approchent seulement autant 
quon veut, r approximation dtant d'ailleurs uni/orme. 

On peut arriver au meme resultat par une autre voie. Pour simpli- 
fier Tecriture, bien que Ton puisse se placer dans des conditions plus 
generales, je me bornerai au cas d'une membrane originairement de- 
formee sans impulsion initiate, c'est-a-dire au cas oil la fonction ^ est 
identiquement nulle. 

Soit 



n 



1 



<e. 



Prenons 

n 

1 

La fonction z resout le probleme des membranes vibrantes avec telle 
approximation que Von veut. La generalisation est immediate. 

94. Les considerations qui precedent peuvent s'etendre a beaucoup 
d'autres equations. Prenons, par exemple, Tequation des membranes 
quand on tient compte d'une resistance de Tair proportionnelle a la 
vitesse vibratoire 

A ^*- , <^^ 



dt* ' ^ dt 



Cest Tequation bien connue sous le nom Adequation des telegraphistes. 
Les raisonnements que nous venons de faire permettent de resoudre. 
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au sujet de cette equation, un problemc d'integration identique a 
celui qui nous a occupe pour le cas des membranes vibrantes. II n'y a 
aucune modification a faire, ct je n'ai pas besoin d'ajouter que Ton 
pent supposer trois variables independantes au lieu de deux. 

95. Je dirai quelques mots, pour finir, de Tequation generate de 
Fourier 

AV4-«^-f-6^4-c — =:f(x,y, z,\) 4- cp(a7,7, z, t) ^^{x,y, z) — • 

Mais, a cause de la moindre importance du sujet et dans un but 
d'abreviation, je me bornerai a un court apergu et je passerai sous si- 
lence toutes les discussions minutieuses qu'une complete rigueur 
exigerait. II me semble d'ailleurs que les rapides indications suivantes 
peuvent suffire pour montrer comment se ferait Tetude de I'equation 
en question. 

Nous avons vu, dans V Introduction , quel est Tenonce du probleme 
general de Fourier. Les hypotheses relatives aux coefficients sontles 
memes, mutatis mutandis y que pour les equations du regime perma- 
nent. On a encore 

a dx -\- bdy -^ c dz z=: dix. 

Quant a ^, c'est une fonction positive. 

On verrait aisement, toujours par Ic procede du n° 73, que le pro- 
bleme de Fourier comporte au plus une solution si/va en croissant 
avec V. C'est alors Texistence effective de cette solution qu'il faut 
prouver. 

CommenQons par le probleme suivant : 



AV I<^V 


dans T, 


Vs-o 


sur S, 


V, 9 


pour t 



Prenons les fonctions fondamentales U^ de M. Poincare 

^l^p-i-lp^\^p=o dansT, 
U^ = o sur S, 
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seniblablcs a celles dont il a ete deja parle, sauf Tintroduction de ^. 
Posons 






Un raisonnement, fait par M. Poincare dans son Memoire de Pa- 
Icrme (') pour le cas de ^ = i, mais evidemment general, nous 
apprend que Ton a 

pourvu que la serie du second membre soil convergente. Or, cette 
serie est absolument et uniform6ment convergente si Ton a 

9 — o, Acp r= o sur S 

et si AA<p est une fonction continue. Dans ce cas, la solution de notre 
probleme est 

Cela pose, si o est quelconque, prenons la fonction W qui jouit des 
proprietes suivantes : 

AW = ^ dans T, 
at 

Ws:=o sur S, 

Wo = 9 pour ^ = o. 

Soil W/ ce que devient W quand on fait / = /,, /, etant un nombre 
positif. Les considerations qui precedent pcrmettent de resoudre notre 
probleme et de calculer V si Ton prend 

9 = W,. 
Designons par V, la fonction obtenue. On a 

en posant 

(^ ) Be/idico/Uif 1894^ § XIV. 
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Faisons maintenant tendre /, vers zero. Alors W, tend vers (p et A/j 



vers Ay : 



Ay — / (^^ \]j dz. 



D'ailleurs V, tend en meme temps vers une limite V, et Ton a 

comme le montre un raisonnement tres sinnple, Imite de celui quo 
nous avons fait au n° 82. Notre probleme est done resolu dans le cas 
general. Nous avons la un nouvel exemple de I'utilite que peuvent 
presenter les theoremes relatifs a la representation approchee des 
fonctions par les fonctions fondamentales de M. Poincare. 

J'ajoute que le cas des temperatures peripheriques variables et 
celui des sources calorifiques interieures so traiteraient exactement 
de la meme fagon que lorsque ^ est cgal a Tunite. Enfin, les diverses 
inegalites etablies pour la solution du probleme de Fourier dans le 
cas simple subsislent dans le cas general. 

Abordons alors le cas general. Cherchons a resoudre le probleme 
suivant : 

m 

Av-ha-3 h6-r \- c ^- =/V-h9-hvl3-- dans T, 

ojr ay oz '^ ^ ^ at 

Vs=o sur S, . 

V'o = o pour / = o. 

Si Ton sait resoudre ce probleme, il sera, en effet, possible de traiter 
le cas general oil les temperatures peripheriques et les temperatures 
initiates ne sont pas nuUes. 

La methqde des approximations successives de M. Picard donne la 
solution si T est assez petit. 

Posons 



II vient 






d\} 



AU = 4.— +/,U + 9 



dt 



fi 
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avec 



9i 

/i 



1 /da 

2 \dx 



db 
^7 



dc 
dz 



a}-\- b^->r c^ 



4 



^-/. 



Tout revient a calculer U. Or, remplacons/, par X/, et developpons U 
en serie ordonnee suivant les puissances de X 



Uz=2;x^Up. 



On a 



AUor=^ 



dt 



?i» 



Uo 



= 0, 



r=0, 



AU. 






^^^^/iU.-. 



dt 



o 



o 



dans T, 

sur S, 
pour ^ = o. 



On sail faire ces approximations. Soit 



AH =-« 



Hs=o 



quel que soit ty 
dans T, 

sur S. 



On a 



si Ton pose 



o < H < a^', 



rh 

4^^, 



dr<g. 



G etant la fonction de Green. On constate aisement que H — Uo et 
H H- Uo sont positifs, d'oii 

|Uo|<a^. 

On trouve ainsi, en posant 



9i|<«. l/t|<?, 



les inegalites 



I Uo I < a^, I U, I < 0L^g\ I U, |< a(3»^S 



• • • • 



La serie U est done absolument et uniformement convergente pour 
Xp^<i. Ainsi, U existe el est une fonction continue, nulle sur S, 
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quel que soil /, et nuUe aussi dans T pour / = o, si X = i, pourvu que 
le volume de T soit assez petit. 
Posons maintenant 



u; 



01 



11 vient 



Au;- 



^ dt 



^9 1 



u;.= 



o, 



AU' 



u; 



^^^^Au;.i, 



dt 



= 



U'=-il 



U' =: 



-^U,., = o 



dans T, 
sur S, 
pour / rr:0 



Soit 



-^<y' 



dt 



<«'. 



On trouve aisement, de proclic en proche, 



|U;,|<(3''^/'(ay4-a'^). 



au 



Done ^ est une fonction continue. 
dt 



On pent alors ecrire 



et il est facile de conclure de la que U est bien la solution cherchee. 

Le probleme est done resolu si T est assez petit. Je repete que Ton 
pent bien aisement passer du cas simple considere au cas oil U ne 
s*annule ni sur S ni pour / = o. 

Pour passer du cas d'un petit domaine au cas d'un domaine de di- 
mensions quelconques, toujours en supposant qu'il s'agisse d'une 
equation lineaire pour laquelle le coefficient / soit positif, on pent 
faire usage de la methode d* extension progressive de M. Picard (n° 18). 
II est facile de constater, en effet, que les lemmes fondamentaux sub- 
sistent. Considerons une inlegrale V de Tequation homogene se redui- 
sant a o pour/ = o. Soit M une limite superieure du module de ses 
valeurs sur S, et soit A un point de T. On a 



|V,|<M^, 
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(f etant plus petit que i. Cela pose, soit 
On a 



dt 




dx dy oz ^ at ^ 


dans T, 




pour/ 



Soit >r une limite superieure du module de V sur S. II vient 

Ces inegalites permettent d'appliquer la nnethode de M. Picard et de 
resoudre ainsi le probleme de Fourier generalise. 

Je signale enfin la possibilite d'employer la methode du prolonge- 
merit analytique pour Tintegration de Tequation de Fourier non 
lineaire. 

Cc dernier point, comme ceux qui precedent, reclamerait, pour 
une rigueur complete, de plus amples explications; mais je ne donne 
les considerations contenucs dans ce paragraphe qu'a titre d'apergus. 
Jen'entrcprendrai pas de les transformer en demonstrations veritables 
et mes recherches sont done terminees. 
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16. Deux reseaux A(^<, a:2, ..., a;^) et B(j^,j2f •• "J/?) sont dils 
applicables si Ton a 

( i) dx\ -\- dx\ 4- ... -4- dxj^ — dY\ -f- . . . -h dyl — E du^ -f- 2 F du dv -+- G dv*. 

Comme les coefficients de Tequation de Laplace ne dependent que de 
E, F, G, on en conclut que a?!, x.^, . .., a:^, Vi,y2, . . -^yp sont solu- 
tions d*une meme equation 

^ du ds^ au av 
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Ces reseaux sont done correspondants; prenons deux congruences 
harmoniques correspondantes ayant pour foyers RS, R'S'. Les deux 
triangles ARS et BR' S' ont leurs cotes egaux. SoientX,, Xj, ...,X«, 
Y,, Y2, . . ., Y^ les parametres directeurs de ces deux congruences, on 
pent ecrire 

V dxi 39 dxi dO , . . 
A|-:= -T— -z 7 r— (/ mi, 2, . . ., W) 

on av Ok' ou 

Y _^ ^_^*^. 

du Oi' di> du 

Les quantitesX,, Y^ satisfont a la meme equation de Laplace et sont, 
en outre, liees par la relation 

( 3 ) x; -+- X« -f- . . . 4- X J = YJ H- Y J . . . -h Y«. 

Soit P un point qui decrit un reseau derive de A. Ses coordonnees 
sont de la forme 

/ / V / -v ^Xi dxi 

(4) x,= ^,+ X-^+f.^, 

oil X et [JL sont definis par les equations 

— 9 4-A-; HM-r-J 

. . d9t 39, 

3u ^ 3v 

Cela pose, le point Q dont les coordonnees {y\y .. , j^) sont 

decrit un reseau derive de (B). Ces deux reseaux derives seront ap- 
peles correspondants. Les points P et Q occupent la meme position 
relativement aux tangentes aux reseaux A et B. Enfin les coordonnees 
x\, ..., x\^, y\, ..., y'p satisfont a la meme equation aux derivees 
partielles et cette equation admet la solution 

X, -f- . . . -t- ,2?^ y, ... yn* 

17. Un reseau nul est un reseau tel que son ds^ est identiquement 
nul. Si a?,, iCa, ..., ^,, sont les coordonnees du reseau, on a 

dx] -+- dxi -I- ... 4- dx^ = o. 
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II n'exisle de tels rescaux qu'a partir de n = 6. Prenons une con- 
gruence harmonique a ce reseau, on aura ici 

Done : 

Toute congruence harmonique a un reseau nul estH.O. 

II en resulte immediatement : 

Tout reseau derive d'un reseau nul est 0. 

Un reseau sera semi-nul s'll est applicable sur un reseau a une seule 
dimension, c'est-a-dire si les coordonnees a:,, x.2, ...yX^ sont telles 
que Ton ait 

Un tel reseau est la projection du reseau nul de Tespace a (/i 4- 1) di- 
mensions qui a pour coordonnees a?,, x^y .. .^x^^ iy^. 

II n'exisle de tels reseaux qu'a partir de /i = 5. Pour une congruence 
harmonique a ce reseau, on a 

Y< ne pent etre nul que pour G = j^ -+- const. ; done 

Parmi les congruences harmoniques a un reseau semi-nul, it y a une 
serie de congruences H.O, correspondant a =/; toutes les autres sont 
des congruences 0. 

Soit (A) le reseau semi-nul, R, S les foyers d'une congruence har- 
monique H.O. Les coordonnees (z^, . . ., s^,) de R et (/,, . .., t„) de S 
sont 

ovx du 
du 

dyt dxi 

ti = Xi— -^— --r- . 

dyt dv 
On en deduit 



AR =:AS —y\ 

Le triangle ARS est isoscele. 
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Knfin, nous appellerons reseau hypercyclique ou simplement re- 
seaii H,C un reseau applicable sur Tespace a deux dimensions. Pour 
un lol reseau, on a 

dx\ 4- . . . -h dx\ -^ dy\ H- dy\. 

II n'existe de tcls reseaux qu'a partir de /i = 4« Pour les congruences 
harmoniques a tels reseaux, on a 

Si =:j, ± iy2, Ic second membre est nul, la congruence est H.O; 
si = ay^ -h by.^, a et b etant constants, le second membre est carre 
parfait, la congruence est 0. 

Done : 

Parmi les congruences harmoniques a un reseau H . C , il y a deux 
scries de congruences H . correspondanl aux droites isotropes du reseau 
plan applicable; ily a aussi oa* seriede congruences correspondanl aux 
droiles du plan, 

Dans les trois cas que nous venons d*etudier, Ic reseau est enve- 
vcloppe par un plan qui contient deux normales a un reseau 0. Nous 
allons etablir Tinverse. 

18. Soient, en effet, L el N deux normales a un reseau (0), j<, 
jat ...»jn les parametres directeurs de L, 5,, z.^, ..., z^ ceux de N. 
La droite menee par le point du reseau 0, ayant pour parametres di- 
recteurs 

est une droite du plan L, N normale a 0. On pent toujours, et d'une 
infinite de manieres, choisir deux de ces normales de fagon qu'elles 
soient rectangulaires; nous pouvons supposer que ce sont les droites 
L, N elles-memes- On a alors 

(6) 1y,z,— o. 

Designons par X,, . . ., X^ les coordonnees du point M du reseau 0. 
On a alors 



I 



I d\i 



= /'£, 



(J a 

(7) < .v / — 1,2, . ..,/!. 

d\i . 
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Un point quelconque P du plan L, N a pour coordonnecs 

(8) Y, - X, -h 07. H- /•;;,. 

On a d'ailleurs, en vertu des formules (i i) du Cliapitre precedent des 
equations de la forme 

dvi y. dzi ^ da , de ^ 

^^^ ' dri ^ dzi ^ db df 

ov ai> au du 

En differcntiant les formules (8), on trouve 

dYi y. ., . dp dr 

du ^ ^ ^ du du 

-.— — •f\i{l-irbp -\-fr) 4- yi -.^ ^ Zi—' 
dv ^ ^ ' ^ d\> dv 



On voit que, si I'on pose 



(lO) 



on aura simplement 



j h -^ ap -h er=io, 
\ l-\-bp-\- fr~o, 

dYi dp dr 



^"^ 'dYi dp dr 



du -"'du 'da 

dp ^ dr 
dv ~^'Tv '^^'dl^' 

Des formules (lo), on deduit 

dp dr 

dv dv 

J dp ^dr 
du du 

Par suite, la differentiation de (i i) donne 

d^Yj _ d-p d'r 

^^^ dudv-~^'dudv '^'''dudv' 

Les formules (i i) et (i3) montrent que le point de coordonnees Y, 
decrit un reseau; Tequation aux derivees parrielles de ce reseau est 
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celle a laquelle satisfont p et r. Pour ce reseau, on a 

(i4) ds^-1 d\J = dp^ lyj -+- dr^lzf. 

Remarquons que si L ou N ne sont pas des droites isotropes, on 
pourra supposer 

Done : 

Si les deux normales Let ^ sont isotropes^ le reseau (Y) est nuL 
Si une seule des deux est isotrope, le reseau est semi-nuL 
Si aucune des deux riest isotrope, le reseau estH.C 

Dans le premier cas, toutes les normales du plan L, N sont iso- 
tropes; dans le deuxieme, il y en a une seule; dans le troisieme, 
deux. 

19. Nous avons vu que, parmi les reseaux harmoniques a une con- 
gruence H.O peuvent se trouver des reseaux nuls, semi-nuls ou H.C. 
Nous allons montrer qu'il n*en existe pas d'autres. 

Soienr, en effet, M (x^, . . ., x„) un reseau harmonique a (G)qui est 
une congruence H.O; [jl le reseau point correspondant a M; (g) la 
congruence harmonique afji, parallelea(G); r(yi,, .. ., 'fi„)s(l^, .. ., ^„) 
ses foyers. On a des formules de la forme 



du 

(5) { dxi 



= lf\h 



dv 

2(J,-yi,)*=:o. 

Cela pose, nous considerons trois cas : 
1** La droite rs est situee sur Thypercone 

toutes les droites du plan ([jl) sont isotropes. On a, dans ce cas, 

llJ—o, lnf—0, lltrii—o; 

les formules (i5) montrent que le reseau est nul. 
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2*^ La droite rs est sur Thypersphere 

XJ -h X* 4-. . .4- XJ = const. 

Soil alors (n) un point de rs qui decrit un rescaii. La droite On, 
qui va de Torigine a (/i), est une normale de ce reseau spherique; le 
plan (X contientdonc deux normalcs a un reseau O.S; done, Ic plan 
de(H) contient deux normales d'un reseau 0. On retombe sur un 
cas etudie precedemment. On verifie facilement que On est perpendi- 
culaire a rs; done le reseau (M) est semi-nul. 

3° La droite rs est quelconque. 

Nous nous appuicrons sur le lemme suivant qui, dans le cas de Tes- 
pace a trois dimensions, est dii a Ribaucour. 

Chaque droile d^une congruence rencontre une hypersphere en deux 
points A e/ B ; 51 A decrit un reseau, il en est de mime de B. 

Kig. 10. 





Quand wvarieseul, les tangentes en A etB, etant dansun memeplan 
focal, se rencontrent enM; de meme, si {^ varie seul, les tangentes aux 
systemes A et B se rencontrent en M; de plus, les triangles MAB, 
NAB sont isosceles. 

Cela pose, si A decrit un reseau, ce reseau est 0; soit a un reseau 
parallele; le point />, inverse de a, decrit un reseau; marquons les 
tangentes am, an, bm, bn auxreseaux (a) et(i); les triangles /waft, 
nab sont isosceles d'apres une propriete de Tinversion; done ft et B 
decrivent des courbes paralleles; par suite, (B) est un reseau. 

Chaque droile d'une congruence H.O rencontre Tbypersphere en 
deux points dont Tun est a Tinfini. Ce dernier, etant dans un hyper- 
plan, decrit un reseau; il en est de meme du premier. Done: 

Les points d' intersection d*une congruence U .0 et d'une hypersphere 
quelconque decrivent un reseau. 

Ann, de I'Rc. Normale. I* Serie. Tome XV. — Mai 1898. 2.^ 
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Coupons alors la droite rs par une hypersphere ayant pour centre 
Torigine 0; soil n le point d'intersection. Le plan de (x contient deux 
norinales rs, On au reseau (n); le plan de (M) contient deux normales 
a un reseau 0. Done le reseau M est H . C. 

20. Nous appellerons reseau cyclique ou, plus simplement, reseau C, 
de Tespace a n, un reseau applicable sur Tespace a trois. Sia;,,a:j,, . . ., 
Xn sont les coordonnees du reseau, y^, y^, jj celles du reseau appli- 
cable, on a ridentile 

(i6) dx\ 4- dx\ 4- ... 4- dx\ = dj'\ -+- dy\ -\- dy\, 

Ce reseau est la projection de reseaux H.C de Tespace a n-+-i; en 
effet, un tel^eseau est la projection du reseau H.C qui a pour coor- 
donnees a?!, o^a, ,,.^Xn, iyi' Comme on pent, par un changement de 
coordonnees, prendre poury, la distance d'un point du reseau (y) a 
un plan fixe quelconque, on voit que chaque reseau C est d'une infi- 
nite de manieres projection d'un reseau H.C. 
II resulte de Tidentite (i6) que Ton a 



n 



dx] 4- dx\ 4- dx\ — dy\ -^ dy\ '\- , . . -\- dy\ — ^dx} ; 

3 

done, le reseau {x^^x.^,x^) de Tespace a trois, est applicable sur le 
reseau (71,72,^3, ^^s, ...,ia?„) qui est, par consequent, cyclique. 
Les deux reseaux de Tespace a trois (a:,, 0^2, 0^3) et (ji»j2»j3) seront 
dits conjuguds; comme on pent effectuer une substitution orthogonale 
sura:,, X2, ...yX„, on voit qu'un reseau a une infinite de conjugues. 
Soit M un reseau C, c'estla projection d'un reseau M, qui est(H.C); 
il existe done une congruence G, harmonique a M, et H . ; cette con- 
gruence G, se projette suivant une congruence (G) qui est 0. Done : 

II y a une infinite de congruences harmoniques a un reseau C. 

Nous etudierons la disposition de ces congruences dans le Cha- 
pitre suivant. 

Inversement, chaque congruence pent etre consideree comme la 
projection d'une congruence H.O. Done, d'apres le numero prece- 
dent : 
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Tout reseau harmonique a une congruence est un reseau semi-nul, 
reseau H . C ow reseau C. 

Pour former ces reseaux C, prenons un determinant orthogonal A 
dans Tespace a /i +- 1 dimensions 



(17) 



^ — 



X 



1 



-'2 



1 



X 



X 



1 



V 

1 



X 



•n 



n-i 



X 
X ^ 

• • • • 

t/I-4-1 



Supposons que, dans cet espace, un point M decrive un reseau pa- 
rallele aux reseaux O.S de A. Soit X*, X^ ..., X""^' les coordonnees 
de M. On aura 



d\^ 



(18) 






dv 



hV 



= tn^ 



(/=i|,2, ...,/l-f-l). 



Menons le plan des deux normales h^(x\, . .., x"^^) et ^^(arj, . . .,^2^*) 
Ce plan enveloppe un reseau H.C ayant pour coordonnees 

oil p et rsont definis (n^ 18) par les equations 



(19) 

On aura alors 

(20) 



( // 


-f- a,p-f-«2/- 


— 0, 


1 / 


-f- bip-^-b^r 


0. 


du 


1 ^P 1 ^'' 
-^1 J -^- -^i X" ' 


dY' 


,^p 

— - /r' — ^ -I- .'J 


idr 



0^^ 



dv 



^ dv 



Le reseau (A) decrit par le point de coordonnees (Y,, . . ., Y^,) est 
cyclique; 11 est applicable sur le reseau (B) decrit par le point qui a 
pour coordonnees (p, r, lY;,^,). 

II resulte de ce qui precede qu'on obtient ainsi tons les reseaux 
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cycliques. Les cosinus directeurs des tangcntes au reseau B sonl 



^'' '( n^i do „., dr\ 



On 
Op 



II en resulte que ccux dc la normale au reseau B sont 






On trouve de memo que ceux dc la normale au reseau conjugue (A'), 
qui est la projection de A, sont les mineurs de la matrice 






X 



X 



On pent aussi, a partir de /i = 5, fornjer d'une fagon analogue des 
reseaux cycliques sans passer par Tespace a /i-+-i dimensions. Pre- 
nons, en effet, un determinant orthogonal et un reseau correspon- 
dant a n. 



(»9) 



A = 



X 



X 



X 






X 
X 



X 






SoientX', X^ 
On a 



, X" les coordonnees d'un point M du reseau 



du 



= /i 






(e zz: I, 2, . . ., /l). 



Prenons alors trois normalesL,, Lj, L3 rectangulaires deux a deux, 
par exemple celles dont les cosinus directeurs sont les trois pre- 
mieres lignes de A. Prenons alors le point P(Y*, Y^, ¥.. ., ") tel que 



(21) 



Y'r= \^-\-'kx\ -^ ii.x\ -4- vj?^ (* =11, a, . . ., /i), 
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d'oii Ton deduit, en tenant compte de la formule (20) et des for- 
mules (i i) du Chapitre II, 

au ^ an ^ On ^ du ^ ^ » /s» 

d\^ . d'k . du. i dv ^ . , . , , X . 

-^ "^ ^* ^ "^ -^i 57 ^ ^» ^ -^ ^^ ^ ^»^ "^ ^'^ -^ ^^"^"^ • 

On voit que, si Ton suppose que X, pi, v sont lies paries deux rela- 
tions 



(22) 

on aura simplement 



d\i . dl ,. du. ,. dv 



(23) 



du ^ du ^ du ' (^a 

^Y' _ i dl i d\i. i d^J 



ih> ^ d\^ ^ di> ' dv 



En differentiant les equations (22) et en tenant compte des equa- 
tions (1 1) et (3i) du Chapitre II, on aura 

c)X du. d'j 

, dv dv dv 

, dA 1 du. , d'J 
du du dv 

et, ensuite, en differentiant les equations (aS), 

d« ()t^ ^ duds^ du dv du dv 

Cela pose, prenons le point Q de Tespace a trois dimensions qui a 
pour coordonnees X, pi, v. II resulte des formules (23) que les sur- 
faces decrites par P et Q ont le memo ds'^. Si maintenant u et v sont 
fixes, les points P et Q, dont les coordonnees satisfont aux relations 
(2i)et(22), decrivent des droites /? et y; on voit facilemcnt que ces 
droites decrivent des congruences (/?) et (y). Faisons correspondre 
sur ces droites p, q les points P et Q qui correspondent aux memes 
systemes de valeurs de X, \k, v. Si le point Q decrit un reseau, il en 
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est dc meme (le P, et inversement; ces rescaux sont applicables Tun 
sur Tautre. Done : 

Tous les reseaux conj agues €L (p) sont cy cliques. 
Tous les reseaux conjugues a (q) sont applicables sur des reseaux 
fie Vespace a n dimensions. 

21. Nous appeilerons congruence cyclique ou congruence C toute 
congruence harmonique a un reseau 0. 

SoientM un reseau 0, G une congruence harmonique; prenons le 
reseau point \k de M; soient 0$, Oy) {fig. ii) les droites de ce re- 
Fig. II. 




seau; ^,, ^2» •••• ^n. ^i» ^2» • • •> ^n leurs cosinus directeurs; ces quan- 
tites forment les deux dernieres lignes d'un determinant orthogonal, 
de sorte que Ton a 

(26) J7==''^'' 5^7 ='^^'' 

Soient r, s les foyers d'une congruence parallele a (G) et harmo- 
nique a ([Ji). Les coordonnees (X,, ..., X„), (Y,, ..., Y„) des points 
ret ^sont de la forme 

q r 

Pour determiner y et r, ecrivons que ces points sont foyers. On a 



I {.dq \ av,. I ( dr , \ 



ecrivons que ces quantites sont proportionnelles aux parametres di- 
recteurs Z,, . .., Z^ de ry 

(27) • 7.i= = rli^qni. 
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On trouve 

\ ov 

J or 
\ au 

(le sorte que les fonctions q eir sont celles qui out ete introduites au 
n*> 13. 

En differentiant les equations (27) et en tenant compte des condi- 
tions (26), (28) et de celles qui s'en deduisent par differentiation, 
on trouve successivement 

dZj dli _ dq 

du du du 

dZi dr drii 

d-Tsi Or dh dq drii 
du av ov Oil On ov 

On en conclut que les n fonctions Z/ sont solutions de 

, , d^Z \ dr dl \ dq dl f i dq dr\ ^ 

^ auov r di> au q du av \ qr au av J 

D'autre part, on a, d'apres (27), 

(3o) ZJ^-Z;4-...-^-Z^ = 9^-f-r^ 

D'autre part, si Tequation a laquelle satisfont Z,, ....Z^ est ecrite 
sous la forme 

(3,) d^_idhdl idl^dZ 

dudv h dv du I du de' 

on a forcement 

/• = AU, q = l\, 

et, par consequent, on aura 

(32) zj-f-Z«4-...-t-ZJ = A«U*4-/*V-. 

Cette propriete subsiste si Ton multiplie ensuite les fonctions 
Z|, Z2, ..., Z;^ par un mennie facteur. Done : 
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Pour quune congruence soil cycliquey ilfaut que ses paranielres di- 
rccleurs Z,, Zj, . . ., Z,j, qui salisfont a V equation 



du dv // dv du I du dv 



soient tels que Von ait 



(32) 



ZJ -f- ZJ -t- . . . -f- ZJ = h^ U« 4- /* v», 



U <?/ V elant respectis^ement des fonctions de u seul et de {^ seuL 

Nous verrons plus loin (n^ 24) que celte condition est suffisante. 

22. Soient J?,, x.^, . . ., o-^, les coordonnees d'un point M de Tespace 
a n dimensions; ses coordonnees homogenes seront 

Si le point M n'appartient pas a Thypersphere S dont I'equation est 

X\ -\- X\ -\- , . , -\- X\ -^ \ ^H Oy 

on pourra choisir \ de telle sorte que Ton ait 

7i +7? + • • • + yl + jLi = '• 

Ces quantitesy,, jj. •••• 7«, j«-f.i seront appelees les coordonnees 
nqn euclidiennes de M. 

Cela pose, considerons un determinant orthogonal a (n -1- i) lignes 



A=z 



X 



X 



X 



X 
X 

• I 



/I -I 
I 



n- I 
2 



f\ 



Tt 



X 
X 

• 

X 



1 



n-i 



t/l-4-1 



ri 



/»-+-! 



Designons par A;^, P, Q les points qui ont pour coordonnees non 
euclidiennes respectivement (cc\, ..., ^a^*), (^\ ..., ^"^O* (^' ..., vj""^*). 
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Ces (/^ -I- i) points sont deux a deux conjugues par rapport a Thyper- 
sphere S. 

Cela pose, les formules 

ov oil 

montrent que PQ decrit line congruence qui a pour foyers P et Q; ces 
foyers sont done conjugues par rapport a S. 

11 est facile de niontrer que, inversement, les coordonnees non 
euclidiennes des foyers d'une congruence dont les foyers sont conju- 
gues par rapport a S forment les deux dernieres lignes d'un determi- 
nant orthogonal. 

Prenons maintenant les formules 









dx'f, , 
On **^''' 




I da/( dx\ I dbk dx^^ 
ate dv du bk du du 



Elles montrent que le point A^^ decrit un reseau dont les tangentes 
sont AaP, AaQ. Ces reseaux sont tels que 

i = /I-4- 1 

du dv ~~ ' 

1 = 1 

ils sont orthogonaux au point de vue non euclidien; nous les appelle- 
rons reseaiix (0 .E). De tels reseaux sont les projections de reseaux . S 
de Vespace an -\-\. 
En efTet, les quantites 

satisfont a une equation de Laplace. 11 en sera de meme des quantites 



IX I. f .. . . I 



(33) jri^—±, a'r'=--^ et i (« = i, 2, . . ., «)• 



X/f Xf^. 
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On a, d'ailleurs, 



I = n -»- 1 



2 ^^='- 



1=1 



Le point B^ de Tespace h n -hi qui a pour coordonnees 






decrit un reseau O.S. II se projette au point B'^^ dc coordonnees 



•^1 > ^ .9 • • • S *^ n* 



Cc point est homothelique de Aa; done le reseau A* est la projection 
d'un reseau O.S, 

On peul remarquer que les formules (33) permeltcnt de trans- 
former un reseau O.S de Tcspace a /i -i- i en un autre, et, par suite, 
un determinant orthogonal en un autre. Je n'insisto pas sur cette 
transformation qu'il est facile d'effectuer. 

Prenons deux de ces reseaux, A* et A/; la droite A^A/ rencontre 
rhypersphere en deux points C et D; les coordonnees du point C sont 

On a, par consequent, 



du 



= {b^,-^ibf)n'. 



On en conclut que ce point C decrit un reseau, qui est nalureile- 
ment O.S. La congruence PQ est harmonique a ce reseau et est, par 
consequent, cyclique. 

On prouve facilement que toute congruence harmonique a un 
reseau O.S a ses foyers conjugues par rapport a Thypersphere S; 



c'est done une congruence C.S. 



Toute congruence cyclique est parallele a une congruence C.S, car 
tout reseau est parallele a un reseau O.S. 

Les parametres directeurs (L,, Lj, ..., L;,) de la droite PQ sont 

(34) L, = 5'rj«-^» — $«-^»Y)''. 
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En differentiant, on trouve 

k = n — \ 

(36) ^' = ?'-' 2 **4- ;' 2 ''*■'""*' 

(^7) rfJTJ. =- -jr 1 «*^*+ ^T 1 ^'-^^^ 



OTT)'^**^?"-"?'^''*"^*"- 



(38) 



On en conclut que L,, L,, . . ., L^ sont solutions de I'equalion 



-h ( mn — rr-T -^ r-7 — ^ — 1 L. 



On verifie que, conformement a la rcmarque deja faite, on a 

LJ -h L» + . . . 4- LJ =: (n«- « )« 4- (>'» ^» )^ 

On en conclut que, si Ton pose 

^*= 1^ (A: = i,2, . . .,/i — i), 

les (^ — i) quantites x\y x[^^ .. ., a:),_, sont solutions 

Gomme, d'ailleurs, on a 

on en conclut que x\^ x\^y ..., x\^_^, ^', yj' forment laderniere colonne 
d'un determinant orthogonal. 

Cette remarque permet, a Taide d'une operation differentielle 
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d'ordre /z — i, de deduire de cliaque determinant orthogonal A, un 
nouveau determinant orthogonal A'. 

23. Introduisons maintenant des quantites analogues aux coor- 
donnees penlaspheriques de M. Darboux. Prenons I'hypersphere de 
centre A(a,, . . .^a^) et de rayon R. Son equation est 

Ecrivons-la sous la forme suivante : 

(43) aajj:-, 4-. . .-f- ^.c/LnXn-Jf a,;^., (o^J -h. . .-f-.r,? — i) 

En identifiant les equations (4i) et (4^), on trouvc 

Gi— -— . {l — \, 2, ...,/l), 

(43) { P =«i -+-...-+- fl2-R*=r— —J- , 



n-M i^ • '^•n-^1 



\ ' (a„H.,-f-£a,,^,)* 

Si la sphere se reduit a un point, on aura 

(44 ) a^ 4- a^ -+- . . . 4- aj + aj+, -f- aj+j = o. 

Ces quantites a,, a.^ a^, a^^^.,, a„^2» qui ^ont definies a un facteur 

pres, sont les coordonnees pentaspheriques du point. 
Si, au contraire, R n'est pas nul, on pourra supposer 

(45) (x.\ 4-5tJ -+-...4- aj -+-«;,+! 4-aJ., = i. 

Ces quantites a,, aj, ..., a^,, a^^^.,, a;,^2 sont les coordonnees de la 
sphere. On aura son centre et son rayon par les formules 

(46) a,^-—^-! , R=. 



flC/,4-1 4- / 5C/I4.J a,,_f.| 4- / ^//i-i 



Pour que deux spheres soient orlhogonales, il faut et il suffit que la 
somme desproduits des coordonnees correspondantes soit nulle. Cetlc 
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condition donne comme cas limite la condition pourqu'un point soit 
situe sur une sphere. 

Cela pose, considerons iin deternninant orthogonal h n -h 2 lignes 



D = 



or 



r r 



X 



r\ 



X 



a 






X 
X 



n 
1 

u 



X 
X 



1 



X 



n 



X 



n 



I 



/n-1 



Y]'* r] 



« + i 



c/ 



./I + 2 
I 



X 



« + 2 
/I 



:/n-2 



ri 



/<+2 



Designons par (A^) la sphere qui a pour coordonnees x]^ x]^ ..., 
x'l,x"'^\ x"^^; soit A/ son centre. De nfieme, soient (R) et (S) les 
spheres qui ont respectivement pour coordonnees les deux der- 
nieres lignes de D; R et S leurs centres. On a ainsi un systeme de 
{n H- 2) spheres deux a deux orthogonales. Les coordonnees homo- 
genes des points R et S etant 



l\ i\ ..., l\ ?"-'+/4'-S 



Yi', n 



..., Yi", yj"+^'-h /yj"-^S 



les formules 



^?*_ 



dv 



— nn' 



du 



— »», u- 



ml^ 



prouvent que la droite RS decrit une congruence qui a pour foyers R 
et S. 

Le point A,, par exemple, a pour coordonnees homogencs 



a 



.1 



les tormules 



x^ 



dx^ 



>'i 



.Z* , , X 



'l+l 



IX 



.n + 2 , 
1 » 



du 



= «i4^ 






biTt^ 



montrent que ce point decrit un reseau harmonique a la droite RS. 
II en est de meme de tous les autres points A^, ..., A;,. La droite qui 
joint deux quelconques de ces points decrit done une congruence qui 
est derivee (n^ 7) de la congruence RS. 
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Prcnons maintenant Ics (n 4- i) quantiles 

Jx = ^[-+- ix^ (^' = 1, 2, . . ., /i 4- 2). 

On a 



n-h2 



1 

Ces quantites sont les coordonnees pentaspheriques d'un point B 
situe sur la droite A,Ao. Les formules 

oil ov 

prouvent qne ce point decrit un reseau qui est et conjugue a la 
congruence RS. Done : 

La congruence RS est cy clique, 

Reciproquement, toutc congruence cyclique pcut etre ohtenue 
ainsi. Soit, en efTet, RS une congruence cyclique harmonique a un 
reseau harmonique B {Jig. 12). 

Fig. 12. 



B 




Designons par \\ ^% ..., \"'^\ ^""^^ les coordonnees de la sphere 
de cenlre R et de rayon RB, par (y]\ ..., yj"'^*, rj""*"^) celles de la 
sphere de centre S et de rayon SB. Ces deux spheres sont evidem- 
ment orlhogonales. De sorte que Ton aura 



/I -4-1 /!-+-» 



(47) ^a'Y=^, 21 (r)' )'=--., 2^*^*-°- 

1 1 1 

D'autre part, puisque R est foyer, on a des formules 

(/r 1= I, 2, . . . , /i). 
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La premiere dcs forniules (47) montrc que Ton aura aussi 



'99 



Ov 



= a(^«-*-» — «;«-*-*) -f- b{n''+^ — £r)«-^*), 



lie sorlo qu'on aura, en definitive, 






(A := I, 2, .... /2 4- I, /I 4- 2). 



On voit facilement que a doit etre nul ; en raisonnant de meme sur 
les quantites y], on trouvera 



(48) 






nn'^, 



— — ^i: mtr 
on 



Les formules (4;) et (48) prouvent que les quantites ; et yj sont les 
deux dernieres lignes d'un determinant ortliogonaL 

Prenons mainlenant un rcseau dans Tespace a /i -1- i dimensions ; 
soient M(X,,X2, ..., X„+,) Ic point qui decrit le reseau; MN|,MNa> ••• 
MN„_| les n—\ normales du reseau; MR et MS ses tangenles. Les 
cosinus directeurs de ces droites sont (n" 13) les elements d'un de- 
terminant orthogonal a /? 4- 1 lignes 



Arr 



y\ 


y\ ■ 




m • 

yn-\ 


• • • 

y n-\ 


• ■ ■ • • • 

J n--\ 


l\ 


W ■ 


^1 


21 


?5 • 


t/i + l 
4t 



Soient maintenant A,, A^, ..., A^,., les traces de MN,, ..., MN„_, 
sur Tespace a n dimensions, (A|), (A^), ..., (A;,.,) les spheres qui 
ont pour centres A,, A^, ..., A^_, et pour rayons A,M, AjM, ..., 
A„_,M; soient, de plus. A;, la projection de M, (A„) la sphere de 
centre A,^ et de rayon lA^M; soient enfin R et S les traces de MR etMS, 
(R) et (S) les spheres de centres R et S et de rayons MR et MS. Ces 
n-\-i spheres sont deux a deux orthogonales; je dis, de plus, que 
leurs coordonnees sont les elements d'un determinant D. 

En eflet, un calcul facile permet de calculer les coordonnees de ces 
spheres. On trouve : 
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Pour la sphere A„ : 



X. 



A- -^A- 



n 



(■.9) 



( •'•r' 



' •^-•14-1 



-+-I.rr-— TTT 



(Am,:?, . . ., /Of 



/I 






.//*-l 



n + J 



.rr' — £J?"^* — — 






iX 



/l+l 



Pour la sphere A/ : 



.r, 






(5o) 



X, 



-»-i 



//- n= I, 2, . . ., /I \ 



,*'/4-l 



X 



'J 4- 1 



/.r 



»l 4-2 



X/I-+ 1 



Pour les spheres (R) el (S) : 



(5i) 



i 



Hk 






V 



^ k'i I — An-n TJi 



X«^.| 



On verifie facilenient, en tenant connpte des formulesdu Chapilre 
precedent, que ces quanlites sont les elennenls d'un determinant D. 

Les formulcs (49) montrent, inversement, que tout determinant I) 
pent s'obtenir ainsi. 

Ce resultat appelle les deux remarques suivantes : 

Remarque I. — Chacun des reseaux A a peiU 6tre considere soil comme 
la projection d^un reseau de Vespacc a /i 4- i , soil comme la trace 
d*une normale a un autre reseau 0; de la une transformation des re- 
seaux 0, analogue a celle que Rihaucour a donnee pour Vespace a trois 
dimensions, 

Remarque II. — Si Von connait un determinant orthogonal dans Ves- 
pace d /I -h I, puis une solution de V equation d'un reseau OS de ce de- 
tetminant, on pourra, a Vaide de quadratures seulement, determiner un 
reseau de Vespace a n -h \ , el, par suite, un determinant orthogonal 
dans Vespace a n 



Cette remarque donnc la loi de formation des determinants orlho- 
gonaux. En remontant de proche en proche, on voit que, si Ton con- 
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nait p surfaces de I'espece a 3 qui ont meme representation spherique 
de leurs lignes de courbure ; on pourra, a Taide de quadratures seule- 
ment, former un determinant orthogonal a /? 4- 3 lignes. 

On trouve facilement que les coordonnees des points R et S sont 

X 

(^) Ya = Xa y^l^, 

X 

(S) Za-^Xa— -^^yj^. 

Les cosinus directeurs de la droite RS sont done 

La congruence cyclique du determinant D est parallele a la con- 
gruence C.S du determinant A; nous obtenons ainsi toutes ces con- 
gruences paralleles. 

II resulte d'aiileurs de ce qui precede : 

Iai trace du plan tangent a un reseau de Vespace a // 4- i sur ies- 
pace a n deer it une congruence cyclique. 

Inversement : 

Toute congruence cyclique de Vespace a n est, d'une infinite de ma- 
niireSy la trace du plan tangent a un reseau de Vespace d /i 4- i . 

Soient maintenant /?,, p<^, ..., p^ des constantes ; posons 

(52) y\ z=p^x\ -h/?i^', 4-. . .4-/?,i^5t (' — i> 2, . . ., n 4- 2). 

On aura, en tenant compte des formules du Chapitre precedent, 

(53) $^=A?', ^-^B^S 

oil Ton pose 

/I n 

A = 2 akPk^ ^ " 2 ^*^^" 
1 1 

Si Ton suppose que 
on aura aussi 

(^l)2^.(^.).^....^(^n^.)«^0; 
j4nn, de ric. Normale. 3- Serie. Tome XV. — JciN 1898. 26 
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.>"'' J"» •••» y"^^ ^^^^ '^s coordonnees pentaspheriques d'un point B, 
qui, d*apres la formule (5.'i) decrit un reseau harmonique a RS. Tous 
ces points (B) sc Irouvent a Tinlersection des spheres (^),(r^); pour 
tousces points, Ics triangles tels que BBS sont egaux, car 



BR-,. ' .- , BS-=: 



On obtient ainsi un systeme (B) de reseaux 0, dependant de n — 2 
constantes arbitraires harmoniques a RS. 

Prenons dans ce systeme B, le systeme (C), forme des points C, 
pour Icsquels /?4,/?5, ..»/>« sont nuls. Les coordonnees pentasphe- 
riques d'un tel point sont 

P\^P\-^P\ = 0' 

Ces points se trouvent a la fois sur les spheres A4, A5, . . ., A;,, R,. S. 
lis decrivent un cercle; soit IT le plan de ce cercle. Si C| et C2 sont 
deux des points C, la droite C, Cj, qui joint deux reseaux harmoniques 
a RS, decrit une congruence (n*^ 7) ; or, le point Cj pent se rapprocher 
aulant qu'on le veut de C,, la langente au cercle en C, est done une 
normale du reseau de C, ; le plan 11, qui contient deux congruences 
conjuguees a C,, enveloppe un reseau; ce reseau est cyclique, parce 
qu'il est conjugue a des congruences 0. On a une nouvelle maniere 
de former des reseaux cycliques. D'une congruence cyclique telle 
que RS on deduit ainsi une infinite de cercles dont les plans enve- 
loppeht des reseaux cycliques. Ces cercles dependent de 3/i — 9 con- 
stantes arbitraires. 

Peut-il exister, en dehors du systeme (B), des reseaux harmo- 
niques a B?Tout d'abord on pent montrer qu'il n*en existe pas dont 
les points sont situes sur les spheres (^), {r\). 

En effet, de tels points ont des coordonnees pentaspheriques de la 
forme (52) ou /?,, p^, - •>, Pn sont des fonctions de u et v reliees par 

la relation 

p\-^p\-^'-^pJi=o, 

Pour qu'un tel point decrive un reseau harmonique a RS^ il faudra 
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que Ton ait des formules de la forme 
ce qui donne, en differentiant, 

Pi aa Pi Ov 

et, par suite, apres suppression d'un memc facteur commun, les 
quantites /?/ serontdes conslantes. 

Si done il existe un autre reseau 0, decrit par un point B' harmo- 
nique a RS, le triangle B'RS n'est pas egal au triangle BRS. II y 
aura un nouveau determinant D, qui conduit a la meme congruence 
cyclique. La congruence RS serait cyclique de plusieurs manieres. 
Nous reviendrons, dans la deuxieme Partie, sur ce probleme, auquel 
nous donnons le nom de probleme de Bibaucour. Nous verrons que, 
pour cela, il faut et il suflit que Tequation a laquelle satisfont les pa- 
rametres directeurs de la congruence cyclique ait ses invariants 
egaux. 

24. Nous allons demontrer que la condition necessaire, etablic a la 
fin du n^ 21, pour qu'une congruence soit cyclique, est aussi sufli- 
sante. Prenons d'abord une congruence quelconque dont les foyers R 
et S ont pour coordonnees homogenes (X,, Xo, ..., X„, X,,^.,) et 
(Y,, Yo, ..., Y^, Y„+,). On aura 

(54) <' (1=1,1, ...,/j + i). 



Posons 



■ 



dv ' du 

Les formules (54) prennent la forme plus simple 

( 5d ) -X- ^ nyi, -f- = m X/. 

{/(^ du 



2o4 C. GUICHARD. 

Les coordonnees x ei y qui donnent cette forme simplifiee sont 
determinees respectivement, a des facleurs pres, qui sont fonctions 
do // scul et r seul. 

Prenons les parametres directeurs L,, La» •••» U/ de RS sous la 
forme 

^/=: ■^- — (im I, 2, ...,«). 

IJn calcul identique a celui qui a ete fait au n'' 23 montre que les 
quantites L,, L^, . . •• L^, sont solutions de Tequation 



(56) Ji_^ = _J \:1A±11 ^ 4- --^ ^ -r + RL, 



O'L . ^< 


f 1 > 




I 




df/ C^C I 


dv 


I 


du Ov 


^n-t-} 


Yn^l 





oil il est inutile de calculerR. 
Par liypothese, on aura 



pH^y^-i^y^- 



Comme cCf^^^ est definie a une fonction pres de u, j^„+, a un facteur 
pres, fonction de ^, on aura 



n 

S 



I 



(57) • !»-'= — ) .V 

1 

Cela pose, introduisant les quantites ^,, $2, ..., l„, ^^_,,, 
vj,, Y]2, ...,yi;i, vi^+,,y]^^2 definies par les formules 

(58) ' fH-2 «-+-2 

1 1 

la condition (57) conduit a la relation 

n 4-2 






^Ikflk—O. 
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Des formules (55) on deduit d'ailleurs 






nrii, 



OH 



( / = 1 , 2, . . . , /«, /i -h I , // H- i ). 



Les quantites ^, yj etant les deux dernieres lignes d'nn detorminant 
orthogonal, la congruence RS est c)xlique. 

Prenons un determinant orthogonal a (n h- r) lignes; les quantites 



(59) 






sont solutions de Tequation 



I <^n«-^' dO 



I C^Yl"-^' (^^ 



^9 — 



Comme d'ailleurs 



n^\ \j 



»-(^r')'— (^^r ) 



(a:;|^j)'=(^«-')^-|-(T/-')S 



on en conclut que les quantites (59) sont les parametres directeurs 
d'une congruence cyclique. 

Nous avons vu aussi (n^^ 13) que les quantites 

sont solutions de Tequation 

du Ov q di^ du r du dv 

II en sera de meme des quantites 



(60) 

oil Ton a pose 






2 2 

Comme on aura ici 

XJ -^ XJ ^. . .-h XJ -H XJ,, -f- \L, = g'^^ r\ 
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il en resulte que les quantites(Go) sont les parametres directcurs 
d'line congruence cyclique. 

25, Nous appellerons reseau K lout reseau conjugue a une con- 
gruence cyclique; tous les reseaux derives d'un reseau sont des 
reseaux K. 

De nieme, nous appellerons congruence K toule congruence conju- 
guee a un reseau cyclique. 

Les principales proprietes de ces reseaux et congruences sont etu- 
diees au Cliapitre suivant. 



CHAPITRE IV. 

RfeSEAUX ET CONGRUENCES /?, 0; /?, C; />, K. 



SOMMAIRE. 

2(). Definition dcs reseaux et congruences z^, 0; />, C; />, K. — 27. Congruences conjuguecs aux re- 
seaux />, 0. — 28. Reseaux conjuguds aux congruences/?, 0. — 29. Congruences harmoniques aux 
rdseaux/>,0. — 30. Congruences harmoniques aux rdseaux/;, C. — 31. Hdseaux harmoniques aux 
congruences /;, 0. — 32. Rdseaux harmoniques aux congruences p^ C. — 33. Reseaux et con- 
gruences K. — 34. Proprietes spdciales relatives k I'espace a trois dimensions. — 35. Proprietes 
de Tespace k trois dimensions qui so ddduisent de la theorie gdnerale. — 36. Indications sur le but 
de la dcuxieme Partie. 

26. Nous appellerons reseau /?, 0, dans I'espace a n dimensions, la 
projection dans cet espace d'un reseau de I'espace a n -^p — i di- 
mensions. 

De memc, une congruence p, dans I'espace a n dimensions est la 
projection d'une congruence de I'espace a n -\- p — i dimensions. 

Memes definitions pour les reseaux et congruences /?, C; pour les 
reseaux et congruences/?, K. 

Soient a?i, x,^, .. ., Xn les coordonnees d'un point d'un reseau /?, 0; 
celles du reseau de I'espace a /i-i-/?— i seronl a:,, x^, ..., x,^. 
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Jm J2» ...,>>-,. Toutes ces quanlites satisfont, ainsi que 

a unc meme equation aux derivees partielles. Done : 

Pour qiiun reseau soil /?, 0, ilfaul el il siiffit que V equation 

— P 3 — h Q -.- > 



du dv du dv 

a laquelle satisfont ses coordonnees a?|, a-j, ..., x,^^ admelte en outre 
p — I autres solutions y^ y ya* • • •» yp^\ ^^ ^ solution 

.r J -f- .r J -i- . . . -f- .r,j -+- ^v , 4- J' j -h . . . -h y/, . j . 

On trouve de meme les resultats suivants : 

Pourquune congruence soil /?, 0, il faut et il suffit que liquation 

d^O ^dO ^dO ..dO 
du dv du dv dv 

a laquelle satisfont ses parametres directeurs X,, Xj, . . ., X^ admette en 
outre p solutions Y, , Y.^, . . ., Y^ telles que 

x| 4- xj -h . . . -^ x* 4- Yj + Yj -i- . . . -h y;, = o. 

Pour quune congruence soit p^ C, ilfaut el il sujjit que V equation 

d^Q 1 dli dO I ()l dO ^. 



du d^ h dv du t du d\^ 

a laquelle satisfont ses parametres^ directeurs X,, X._., . . ., \^^ admette en 
outre p — I autres solutions Y,, Yo Y^_, telles que 

XJ -h XJ 4-. . .4- X,^ 4- Y; -+- YJ 4-. . . 4- Y*., =1 A5U'4- /*vs 

\] et\ etanl respectivement des fonctions de u seul et de v seuL 

II est inutile d'indiquer les proprietes qui caracterisent les autres 
elements introduits. 

Remarquons qu'un meme element pent jouir de deux proprietes 
dislinctes; un reseau peul etre, par exemple,/?,0 et y, 0. Nous lais- 
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serous dc cote ces cas particuliers; nousy reviendronsdansladeuxiemc 
Parlie, et nous verrons comment les proprietes generales, trouvees 
dans la premiere Partie, doivcnt etre modifiees. 

27. Nous allons cliercher les congruences conjuguees aux re- 
seaux p, 0. Prenons d'abord un reseau 0. 

II y a d'abord les normales isotropes, qui engendrent des con- 
gruences HO; de telles normales n'existent qu'a partir de /i = 4; pour 
w = 4, il y a seulcment deux normales isotropes; a partir de la, ces 
normales forment un systeme gc''~*, c'est-a-dire un systeme dependant 
de n — '[ constanles arbitraires. 

Nous aurons ensuite les congruences engendrees par les normales 
ordinaires du reseau. Pour /i = 3, il n'existe qu'une seule normale; 
pour /2 = 4» ^*lles forment une serie plane; enfin, en general, elles 
forment un svsteme qc"-^ 

Je dis que toutes les autres sont des congruences 2O. 
. En effet, soit G une telle congruence; menons, par Torigine, une 
droite g parallele a G; il y aura sur ^un pointM(ar,,a72, ...yX^) qui 
decrit un reseau parallele a 0. L'equation a laquelle satisfont les para- 
metres directeurs a:,, x^^ ..., ^T;, de G admet, en outre, les solutions 



Posons alors 



On aura bien 



e I A — Ji' I ~T~' ** J i~ • • • ~T~ «37'., ( 



y,=^-(i_>.), v,=i^(i-+-X). 



.r ; -^ ^ * 4- . . . -f- ^ i 4- 7 J -f- J 5 = o ; 



cette condition prouve (n° 25)'que G est 2O. 

Prenons, d'une maniere generale, un reseau/?, 0. SoientG une con- 
gruence conjuguee, g la representation spherique de G; il existera 
sur^ un point \k{x^, ....x^) qui decrit un reseau parallele; ce re- 
seau ((jl) est la projection d'un reseau M de I'espace a n -hp — i di- 
mensions. Designons par (^i, ^2» • • -t^n* Jn Ja* • • •» J/^-i) 'es coor- 
donnees de M; Tequation a laquelle satisfont ces quantites admet, en 
outre, la solution 
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Remarquons, en outre, que a;, ,0:2, . . ., .r„ sont les parametres direc- 
teurs (le G et appliquons le crilerium du numero precedent. Nous dis- 
tinguerons trois cas : 

1° X est nul. Le reseau M est sur un hypercone. La congruence G 
est /? — f , 0. 

2^ A = T. Le reseau M est OS. Posons y^ = £, on aura 

G sera/7, 0. 

3° X n'est pas constant; M est un reseau quelconque. 
Posons alors 

• 

^i "+" ^% 4- ... 4- ^,1 -H . . . -f- Vp-i ~^ y p "^ yp^\ -— ^* 

Le reseau est (p -h i)0. 

En particulier, les congruences conjuguees aux reseaux 2O se re- 
partissent ainsi : 

Un systeme gc""' de congruences 0; pour /i = 3, il y a deux telles 
congruences; 

Un systeme oc"-^ de congruences 2O; 

Enfin, toutes les autres sont 30. 

28. Eludions les reseaux conjugues aux congruences/?, 0. 

Prenons d'abord une congruence 0. 

C'est la projection d'une congruence HO de I'espace a n -h 1 dimen- 
sions; les reseaux conjugues a cette derniere sont tons des reseaux 0; 
done les reseaux conjugues de la congruence donnee sont des re- 
seaux 2O; il y a exception pour la serie parallele a la trace de HO, ce 
sont des reseaux 0. 

On pent d'ailleurs traiter la question directement. 

Soient M(X|, X2, .. ., X„) un reseau 0, (;r,,X2, . ..,.^rt) les cosinus 
directeurs d'une normale G qui decrit une congruence 0. On a (Cha- 
pitre II) les formules 

d\i ,y dJOi . Oh , da , 

, an ^ dn ^ Ov Ov 

i d\i , dxi , dl , db 

\ 0%' dv ou du 

yliin, de C y.v, KormaU. 3* Serie. Tome XV. — JriM 1898, 27 
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Les coordonnees trim point r|uelconque N(Y,, . . ., Y„) de la droite G 

sont 

Y/=X/-+- pa?,-, 

p designant la longueur MN. On trouve, en differcntiant, 

(2) 

i c^Y, ^ , , ^ do 

et ensuite 

Si ce point N decril un reseau, Tequation de ce reseau doitetre 

(>// di' f/i' ^ ^ on OU ' dr 

Pour qu'elle soit satisfaite, il faut 

OU dv ov ^ du du ^ ^ dv 

Cettc condition (5) donnerait les valeurs de p correspondant aux 
reseaux conjugues. Celte condition est satisfaite de deux faQons : 
r* Si p est constant, on a une serie parallele de reseaux 0; 
2" Dans le cas contraire, on a, d'apres (2), 



// 



Posons alors 



On aura alors 



\^dYi dYi _ do dp 

Jmd du ds' du dv 



Y„4-i= ip' 



II -f- 1 

2d du dv ~~^' 
I 



Le reseau decrit par le point (Y,, Ya, . .., Y„, Y,,^.,) est done 0; par 
suile, N decrit un reseau 2O. 

Soit nnaintenant G une congruence 2O; N un point de G qui decrit 
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iin reseau; G est la projection d'une droite g qui decrit une con- 
gruence 0; soit n ie point qui se projette en N; les coordonnees de n 
se mettent sous la forme 

Y, ^n X| 4- p.r, ( / ^= 1 , 2, . . . , // 4- I ). 

Posons 

V„-4.2 = /p. 

L'equation du reseau N admet, outre les solutions Y^, Y^, ..., \„^2» 
aussi la solution 

Cela pose, si 

(0) Y,,^.2r= ±: iY„4.,, 

Tequation admettra la solution 

Yi 4-YJ4-...4-YJ. 

Le reseau N est 0; 11 y a ainsi deux series de reseaux 0. 
Si Ton pose ensuite 

k etant une constanle, le reseau sera 2O. On a ainsi une cc* serie de 
reseaux 2O. 

Tous les autres seront des reseaux 30. 

II faut, pour justifier ce raisonnement, que les valeurs de p fournies 
par les formules((>) ou (7) verifienl la relation (5). Le calcul ne pre- 
sente aucune difficulte. 

II est facile d'indiquer la situation des deux series de reseaux 
conjugues a G. Soit M un tel reseau; prenons la representation sphe- 
rique G' de G; un point M' de G' decrit un reseau parallele a M; soit 
M" Tinversc de M' , il decrit aussi un reseau 0; il y aura done sur G 
des reseaux paralleles a M'. Les deux series de reseaux sont done 
paralleles a deux reseaux inverses Tun de Tautre; les tangentes cor- 
respondantes de ces reseaux sont egalement inclinees sur la droite G. 

En projetant de procheen proche, on voit que, sur une congruence 
pO, il y aura des reseaux /? — 0, pO et {p 4- i)0. D'apres le numero 
precedent, il ne pent pas y en avoir d'ordre nioindre. 



•212 C. CUlCIIARn. 

29. Congruences harmoniques aux reseaux p^ 0. 

D'abord, si le reseau est 0, toutcs les congruences harmoniques 
sont cycliques. Ccst une definition (n° 21). 

Prenons, d'une maniere generale, un reseau p, 0. Soient j?,, x^^ ..., 
.r„ les coordonnees du reseau; I'equation du reseau 

(8) ^^p'!l^Q^ 

du ui' Oil Oi' 

admet, en outre, les solutions j,,y2, ..., j^_i et la solution 

Les parametres directeurs (X,, ..., X^) d'une congruence harmo- 
nique au reseau donne, sont 

, , ' V ^^i ^^ ^'^t OS . , . 

Oti 0\' (/r On 

Posons, de meme, 

Ov 0^ Ov Oti y r ' 

Les quantites X/, Y^ sont solutions de Tequation 

O'-e _ I Oh OO }_(^d9 
^'^^ OiiOv - li Ov Ou ^ I Oil Ov "^'^ ' 

et Ton a 

En general, il n'existera pas de relations lineaires entre Y|, Yj, ..., 
Y^i ; la somme Y^ -t- Y!! 4- . . . -h Yj;_, ne pent pas se reduire a un 
nombre moindre de carres. La congruence est /?, C. 

Mais si 

a,, a^, . .., a^-« etant des constantes, les fonctions Y,, Y^, ..., Y^.^ 
ne sont plus independantes; la somme Y^ -f- Y!| -h. . . -^- Yj^., pent 
etre reduile a un nombre moindre de carres. Deux cas sonl a distin- 



guer : 



a} 4- aj 4- ... -4- aj_, ^ o. 
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La reduction est d'une unite. (On le voit en faisant = j,, ce qui 
annule Y,.) La congruence est /? — i,C. On a un systeme gc''-^ de 
telles congruences; 






La reduction est de deux unites. (On le voit en faisant = v, h- iy.^, 
ce qui. annule la soinme Y^ -+- Yi;.) La congruence est/? — 2, C; il y a 
cc^"^ de ces congruences. 
En particulier : 

Poiirun reseau 2O, il y a une seule serie harmonique de congruences {1. 
Toutes les auLres sont 2C. 

Les congruences C sont la trace, sur le reseau 2O, du reseau qui 
le projette. 

Pour un reseau 30, il y a deux series harmoniques de congruences C 
correspondant aux valeurs = j< dz iy.^ . 

oc* systemes de congruences 2C, correspondant a = ay^ -}- hy.^, 

Les congruences iC font parlie de la serie haimonique des deux con- 
gruences C. 

Toutes les aulres sont 3C. 

30. Congruences harmoniques aux reseaux p^ C. 

Prenons d'abord un reseau liypercyclique (x,, .. .,ar^); il est appli- 
cable sur le reseau plan j,,j2. Pour deux congruences harmoniques 
correspondantes, on aura (n^ 16) 

xj -h xj -+-. . .4- xj - y; - y; = 0. 

Pour les droites isotropcs du plan = j, :ii iy.^, Yf -h Y^ est nul, 
la congruence correspondante est HO; aux droites du plan corres- 
pondent des congruences 0; enlin, toutes les autres sont 2O. 

Prenons ensuile un reseau cyclique {x^^x.^, ..., x^) applicable sur 
le reseau (jitjatjs)- t)n aura ici : 

XJ 4- XJ -f-. . .4- X* - YJ - Y; - \\ - o. 
Distinguons les trois cas suivants : 

I* ^ = ori/,-l-a,/,-+-a3y8, fl^J 4- «J 4- aj = o. 
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Ce qui revient a prendre les congruences qui correspondent a I'in- 
tersection du reseau (v) avec un plan isotrope ; la somme Yf 4- Y^ -h Yi; 
devient carre parfait; la congruence est 0; 



i ^_ ^i 1 ^3 > 



2" U = a, J, -h «2 Vj -h aa.Va, a]-hal-^al^ o. 

Ce qui revient a prendre Tinterseclion du reseau ( v) avec un plan 
fixe non isotrope. La somme YJ -h Y!^ -f- Y^ pent se reduire a une 
somme de deux carres; la congruence est 2() ; 

3" 6 est quelconque. 

La somme \'^ -h Yl -+- Y^ ne pent se reduire a un nombre moindre 
de carres; la congruence est 30. 
Ainsi, il v a : 

cc* series de congruences harmoniques, Elles correspondent aux 
sections du reseau applicable par des plans isotropes fixes, 

oc'-* series de congruences 2O harmoniques. Elles correspondent aux 
sections du reseau applicable par des plans fixes , 

Toutes les autres sont 30. 

Nous Savons aussi (n** 11) que, sur deux reseaux applicables, les 
reseaux derives sont correspondants. Prenons, sur le reseau (j), le 
point M qui decrit une droite fixe D. Ce point M(Y,, YajY,) decrit 
evidemment un reseau; il en sera de meme du point correspondant 
N(X,, X2, . . .♦ X,,).La somme Y^; -f- Y!; -h Y3 est, a une constante addi- 
tive pres, un carre parfail. Le reseau N sera 2O. Si la droite D est 
isotrope, YJ -h Y^ -h Y3 est constant; le reseau N sera 0. 

Cela pose, coupons le reseau (y) par les generatrices d'un cone 
isotrope fixe; les points d'intersection se trouvent sur un cercle; les 
points correspondants (y) du reseau x se trouvent sur le cercle cor- 
respondant C. 

Ces points decrivent des reseaux 0, dont Tune des normales est la 
tangente au cercle C. Nous avons deja trouve de tels systemes (n"" 23). 
(Pour le cas de Tespace a trois dimensions, le resultat a ete donne 
parM. Darboux, Lemons.) 

Parmi les reseaux derives d'un reseau C se trouvent, en outre, des 
reseaux 30 et 4O. 
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Prenons maintenant un reseau /?, C(a?i,a?2, . . .,a7„), applicable sur 
le reseau (joja* • • •» J/^'c^+f J^+a)- On aura (n** 16), pour une con- 
gruence harmonique quelconque, 

Cela pose, dislinguons trois cas : 

La somme YJ -t- Y!; -h . . . -f- Y^^., se reduit a une somme de p carres. 
La congruence est /?, 0. 

La somme precedente se reduit a /?4-i carres. La congruence est 

(p-h\),0. 

3" 9 est quelconque. 

II n'y a pas de reduction. La congruence est (p -+- 2), 0. 

Les reseaux derives seront/?, 0; (p -h 1), 0;(p -h 2), 0; (/) 4- 3),0. 

31. Reseaux harmoniques aux congruences /?, 0. 

Prenons d'abord une congruence 0, decrite par une droite L qui 
est la norniale d'un reseau M qui est 0. Les reseaux harmoniques a L 
se trouvent dans les plans menes par L et une autre congruence 
conjuguee a M. Nous distinguerons alors trois cas : 

1*^ Le plan mene par L contient une normale isotrope a M perpendi- 
culaire a L. Le reseau sera semi-nuL II y a un systeme oc"-^ de tels re- 
seaux; il n'en existe qu'a partir de /? = 5; pour /i = 5, il y a seule- 
ment deux reseaux semi-nuls. 

2** Le plan mene par L contient une autre normale ordinaire de M. 
Le riseau sera HC. II y a un systeme oc""* de tels reseaux ; pour n = /|, 
il n'en existe qu'un seul. 

S'' Le plan mene par L ne contient pas d'autrcs normales a M. Le 
reseau sera C. 
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En projetant, on en deduit les resultats pour les reseaux 2O. On 
obtient : 

i*^ Un sy Sterne oo"* de reseaux HC. Pour n =z [\^ il y a deux de ces 
reseaux. 

2" Un sy Sterne oc"""' de reseaux C Pour n = 3, il y a un seul reseau. 
3" Tous les autres sont des reseaux 2C. 

On Irouve de meme que les reseaux harmoniques a un reseau/?, 
peuvent elre (/> — 2),C; (/>— i),C; ou /?, C. 

On pourrait objecter qu'ii peut se produire des reductions de degre 
en projetanl; les resultats du numero precedent montrent qu'il n'en 
est pas ainsi. 

32. Reseaux harmoniques aux congruences p^ C. 

Prenons d'abord une congruence cyclique etreprenons les notations 
du n^'SS. 

Parmi les reseaux harmoniques, nous avons d'abord un systeme 
Qc"~^ de reseaux formantle systeme (B). II n'en existe pas d'autres 
si la congruence n'est pas une congruence de Ribaucour(n° 23). 

Posons maintenant 



(i4) 



CCi^.pyX\->r PiX[ -^...-\-pnX\, [i =1, 2, . . . , ( /I -f- 2)], 



P\ -^P\ -H...4-/>,!^i 



Psn p^y ...f Pn etant des constantes. Les /i -h 2 quantites x^ sont les 
coordonnees d'une sphere (A) dont le centre A decrit un reseau 2O 
harmonique a RS. Nous obtenons ainsi un systeme gc"-'(A) de re- 
seaux 2O harmoniques a la congruence. Tous ces points A sont dans 
rhyperplan qui passe par I'intersection des spheres (R) et (S). Pour 

tous ces reseaux, la difference AR =AS est la meme. 

Je dis qu'il n'existe pas d'autres reseaux 2O, harmoniques a RS, 
dans le cas general. En effet, soit m un autre reseau; c'est la projec- 
tion d'un reseau M qui est 0. Avec les coordonnees des deux spheres 
de centres R et S et de rayons RM, RS, on peut former les deux der- 
nieres lignes d'un determinant orthogonal. Si ces deux dernieres 
lignes dilFerent de celles du determinant donne, la congruence RS est 
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cyclique de plusieurs manieres, c'est le cas que nous avons exclu. 
Dans le cas contraire, {m) appartient forcement au sysleme (A). 

Tons les aulres reseaux harmoniques sont 30. En effet, soit H un 
tel reseau; joignons le point H a un point B; la droile BH engendre 
une congruence, conjuguee a B, et, par consequent, 2O. Le reseau H 
est forcemenl 30. 

La droitc qui joint le point X^ au point A, est la projection de la 
normale MN, (n^ 23) a un reseau de Tespace a // -+- 1 ; c'est done une 
congruence 2O derivee de RS; toute congruence 2O pent evideinment 

etre obtenue ainsi. Coniine rien ne distingue les points A,, Aj A;, 

les uns des autres, on pent dire que toute congruence 2O est obtenue 
en joignant deux de ces points. Done : 

Toute congruence 2 peut Sire consideree comme la trace du plan de 
deux normales a un reseau de lespace a (/i -+- 1). 

Prenons deux de ces points A, el A^ par exemple. Posons 

Xi^i COS9 j:-', -+- siUQJ:-^, 

oil 9 est constant. Ces quantiteso;/ sont les coordonnees d'une sphere 
dont le centre decritun reseau harmonique a RS. On obtient ainsi une 
serie harmonique a RS; dans cette serie se trouvent deux reseaux 
dont les coordonnees pentaspheriques sont 

Xk = x\ dt / j^ J". 

On montre facilement que, si une serie harmonique a une con- 
gruence cyclique contient deux reseaux 2O ou un reseau 2O et un 
reseau 0, elle contient deux reseaux 2O et tons les autres sont 2O. 
La congruence derivee correspondante est 2O; elle est situee dans 
rhyperplan passant par les points communs (R) et (S). 

II existe d'autres congruences 2O qui sont derivees de RS, telle est 
la congruence BH. La serie harmonique ne contient, en dehors de B, 
que des reseaux 30. 

On deduit facilement, par des projections, que les reseaux harmo- 
niques a une congruence ^, C sont />, 0, (p -h i), ou {p -+- 2), 0. 

Ann, de i'F.c, Normale. Z* Serie. Tome XV. — Jl'I?i 1898. 28 
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33. Reseaux el congruences K. 

Considerons un reseau K conjugue a une congruence L qui est C. 
Soil G une autre congruence quelconque conjuguee a K; le plan LG 
enveloppe un reseau M qui est liarmonique a L: done M est 0, 2O 
ou 30. 

Si M est reseau 0, la serie LG est formee de congruences C. Si M 
est 2O, la serie LG est formee de congruences 2C, sauf L; 

Si, enfin, M est 30, deux cas peuvent se presenter : 

1*" La seconde serie de congruence cyclique liarmonique a M passe 
par K, alors la serie comprend deux congruences C; les autressont 2C; 

2° Si la seconde serie no passe pas par K, la serie harmonique nc 
comprend, en dehors de L, que des congruences 3C. 

Done : 

Les congruences conjuguees a un reseau K sont C, 2C ow 3C. 
Les reseaux derwant d'un reseau K sont 0, 2O, 30. 

Prenons maintenant une congruence K conjuguee a un reseau cy- 
clique M; soit (JL un reseau conjuguedc K; le plan de (x coupe le planM 
suivant une droite D, qui decrit une congruence harmonique a M. La 
congruence D est done 0, 2O ou 30. Par suite, ix pent elre C, 2C 
ou 3C. 

On voit que, si Ton connait la congruence K et le reseau M, on pent 
en deduire une infinite de nouveaux reseaux C. Prenons, en eflet, une 
congruence de normales D, harmonique a M, ce qui pent so faire de 
Qc* manieres. Sur K, il existe une serie harmonique a D, qui est com- 
posee de reseaux C; on pourra raisonner sur ces reseaux comme sur 
le reseau M. 

Nous pouvons conclure de la : 

Les reseaux conjugues a une congruence K peuvent Hre C, 2C ow 3C. 

Les trois cas ne se presentent pas toujours. Nous avons vu, en effet, 
que, a partir de n = 5, il existe (n" 20) des congruences parliculieres 
dont tous les reseaux conjugues sont cycliques. 

34. Nous terminerons cette premiere Partie en indiquant les resul- 
tats relatifs a I'espace a trois dimensions. II en existe qui n*ont pas 




SUR LES SYSTLMES ORTHOGONAUX ET LES SYSTtlMES CYCLIQUES. 219 

leurs analogues dans les autres espaces; cc sont celles qui sont rela- 
tives au parallelisme des reseaux et congruences (n° 9). Nous demon- 
trerons, a ce sujet, les theoremes suivants : 

I. Toute congruence parallele a un reseau p^ est /?, et inversement. 

Le iheoreme est vrai si/? = i; il suffitdonc de demontrer que, s'il 
est exact jusqu'a la valeur/?, il est vrai pour la valeur/; h- i. 

Soit A un reseau {p -f- i), 0; (a) une congruence parallele. II existe 
une congruence G, conjuguee a A et /?, 0; done il existera (n" 9) un 
reseau {g) parallele a G et conjugue a (a); g sera/?, par hypothese; 
done {a) doit etre (/? — r),0; /?, 0; (/>-hi),0. Mais, le theoreme 
etant admis jusqu'a la valeur p, (a) est forcement {p -h i),0. On de- 
montrera de meme que tout reseau parallele a une congruence 
(p 4- i), est (p -}- i), 0. 

Cela pose, projetons d'un meme espace a n dimensions, par exemple 
une congruence et un reseau 0. Les parametres directeurs de la 
projection de la congruence seront, par exemple : 

Ceux des tangentes a la projection du reseau sont : 

l\ l\ i\ 

■fl\ YlS Yl', 

et, par consequent, ceux de la normale sont : 

(i6) 5'V-I'V-, l'ri'-V-fi\ ?»ri*-^*Yi». 

Les quantites (i6) devront etre proportionnelles auxquantites(i5) 
d'un autre determinant orthogonal. De la une nouvelle transforma- 
tion des determinants orthogonaux que je ne developperai pas ici. 

n. Toute congruence parallele a un reseau p,C est p,C, el inverse- 
ment. 

Si n = p -h '2, tout reseau p, C est projection d'un reseau C de Tes- 
pace a n; toute congruence /?, C est projection d'une congruence C 
de I'espace a n. Or, nous avons vu que les parametres directeurs de 
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la normale a la projection d'un reseau C sont (n*^ 20) 



(•7) 






D'autre part (n" 24), les quantites 






» "^ w-i 



sont les parametres directeurs d'une congruence C: done les para- 
metres de la projection sont les quantites (17), ce qui demontre le 
theoreme. 

D'un autre cote, les projections d'un reseau cyclique sont aussi les 
mineurs de la matrice (n° 20) 



(18) 



2 i 2 



Les quantites (18) sont done proportionnelles aux quantites (17) 
d'un autre determinant orthogonal. De la encore une nouvelle trans- 
formation des determinants orthogonaux. 

Enfin il resulte de ce deuxieme theoreme et des resullats du n"* 9 
le theoreme suivant : 

III. Toute congruence parallele a un reseau /?, K est /?, K, et inverse- 
ment. 

Ces theoremes etablissent, dans I'espace a Irois dimensions, une 
reciprocite entre les reseaux et les congruences; de telle sorte que, 
a chaque propriete des reseaux, on pent faire correspondre une pro- 
priete des congruences, et inversement. 

35. II nous reste a indiquer rapidement les resultats de la theorie 
generale qui s'appliquent a I'espace a trois dimensions. Nous intro- 
duirons trois sortes de determinants orthogonaux. 

1" Les determinants A, a trois lignes : 



(19) 



A, 



.T| X^ JT3 

^. U h 

til YJ, YI3 
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avec les formules 

(20) (Z = f,2,3), 

avec les conditions 

, , , ^v' dm da . 

(21) ^ ^, h -7- 4- flr6 == o. 

oti 

Le point (a?,, otj, 0^3) decrit sur la sphere de rayon i un reseau 
orthogonal (reseau OS). 

II definit la representation spherique de reseaux (0) (surfaces 
rapportees a leurs lignes de courbure). Si X,, Xa, X., sont les coor- 
donnees d'un tel reseau, on aura 

^X, ,, dh . 

— — = h li, — =i Im 

, du ^ dv . ^ 

(22) , (i=I,2,3). 

-— =: /n„ -r- == hn 

di^ du 

Les quantites X,, X2, X., salisfont a I'equation 

d^e ___ idh dl 1 ^ ^. 
^ ^ du di' h di' du I du dv 

Enfin, les quantites X/, Xi satisfont a Tequation 

d^e I dl- d9 I drif dB 



^ ^ dudv 1/ d^> du ' rii du dv 

On pent encore determiner les reseaux en posant 

(25) l^i—pxi-]rqli^rr\i (/=:i,2, 3), 

avec les conditions 

dp dr , da 

du du ^ ^ du 
(26) 

dp , da t , ^r 

c^i* dv ^ dv ' 
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Lcs quantites/?, x^, x^,x^ sont solutions de I'equation 



(27) 



d^O 



I da dO 



Ou Ov a dv du 



I dbd^ 
b du di' 



Enfin p est aussi solution de I'equation 



(28) 



OuOv t/ di' du r du dv 



Les equations (23) et (28) admettent, en outre, la solution 

X = xj 4- xj -h xj = />« -h 7« 4- /•^ 

11 en resulte (n®24) que les quantites 






ip 



sont les parametres directeurs d'une congruence cyclique. 
2" Les determinants A2 a quatre lignes : 



(29) 



avec les formuies 



A,= 



d7, 


Xt 


X, 


^) 


Jl 


7. 


J. 


r< 


1. 


u 


^ 


,^ 


TOt 


tit 


t)j 


fti 



(3o) 



1 du 

( di' ~ 



= cfi,i, 



f^fliy 



dyi __ 
du 

dVi _ 
di> 



^Ih 



d^ 
du 

d^ 
d^ 






=/^M -^^nrii. 



du 



avec les conditions 






(4o) 



da 
Ov 

db 
du 



=: an. 



de 
dv 



~- = en, 



du 



dm 



dn 
du 



-\- ab -\- e/-—o. 



Ces determinants definissent les reseaux OS de I'espace a quatre di- 
mensions, permettent de former les reseaux de cet espace, et, par 
suite, les reseaux jO de I'espace a trois. Enfin, ils peuvent s'inter- 
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preter au point de vue non euclidien dans Tespace ordinaire. Rappe- 
ions, en outre, que les quantites 



ou bien aussi 



^ ^ky yk' 



^iTO*— rjj^V, 4sT^4— TOj?t, ?3T0v— TOs^V 



sont les parametres directeurs d'une congruence cyclique. (Voir, a ce 
sujet, mon Memoire sur la deformation des surfaces, Journal de Ma- 
themaliqueSy 1896). 

3"* Les determinants A, a cinq lignes : 



(40 



A,= 



•^I 


a-, 


^3 


X^ 


^5 


7i 


r« 


J3 


74 


Jo 


-^1 




-53 






l^ 


?« 


Iz 


?* 


?. 


*li 


TOj 


f\% 


f\<. 


•Is 



avec les formules 



(42) 



On 
dxi 

du 

dh 

dv 



— O^f, 



= 6r)„ 



du 
dyi 



— ehy 



—ffii. 



dzi 
du 

dzi 
~d^ 



= gliy 



— hf\i, 



^ ——axi—byi—gzi—mf\i, 

3-- — ^(^h 



du 

dru 
dv 



=— bxt— fyi^ hZi— n\i. 



avec les conditions 



(43) 



/ da 

db 
du 






- = an, 



df 
du 



u r L ^'^ 



d^ 
du 



dJi 
dv 

dn 
du 



= gn^ 



=: O. 



Ce determinant nous permet d'introduire cinq spheres deux a deux 
orthogonales. Designons par (a?), (j), (s), (^), (y)) ces cinq spheres. 



224 C. GL'ICIIAIID. 

La sphere (x), par exeniple, louche son enveloppe aux deux points 
qui se trouvent a rintersection des spheres (x), (^), (y)). Ces deux 
points B et B' ont pour coordonnees pentaspheriques 

Ces points decrivent des reseaux 0. La sphere louche ses deux enve- 
loppes suivant des lignes de courhure. 

Le centre de cette sphere decrit un reseau 2O. La droite qui joint 
les centres de deux spheres, (x), ( v) par exemple, decrit une con- 
gruence 2O. 

Enfin, la droite qui joint les centres des spheres (^), (yj) decrit une 
congruence cyclique. Lc cercle d'intersection de ces deux spheres est 
normal a une seric de surfaces. Les coordonnees pentaspheriques des 
points de ce cercle sont 

x'i z=:aXi-\- hYi •+■ c Zj^ 

a^ bf c etant des constantes liees par la relation 

flr' -+- 6' -f- c* — o. 

Le plan de ce cercle enveloppe un reseau cyclique (Ribaucour). 
Voici maintenant les proprietes qui se rapportent aux cas les plus 
simples : 

Reseaux 0. 

Congruences harmoniques, — Congruences C. 

Congruences conjuguees. — Une congruence 0; ies autres sont des 
congruences 2O. 

Congruences 0. 

Tons les reseaux harmoniques sont C. 
Parmi les reseaux conjugues se trouvent : 
i^ Une serie parallele de reseaux 0. 
2® Tons les autres sont reseaux 2O. 
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R^SEAUX 2.0. 

Les congruences conjuguees se partagent en trois groupes : 
I*" Deux congruences 0, qui out pour parametres directeurs 

(determinant A2). 

Ces deux droites sont dans un plan normal a la surface et egalc- 
ment inclinees sur la surface (Darboux, Legons). 

7? 00* systemes de congruences 2O; ces congruences appartiennent 
a la serie des deux congruences 0. 

3*^ Toutes les autres sont congruences 30. 

Les congruences harmoniques se composent : 

I** Une serie parallele de congruences C. Ces droites sont perpendi- 
culairos au plan des deux congruences 0. 

2** Toutes les autres sont congruences 2C. 

Congruences 2O. 

Les reseaux conjugues comprennent : 

I** Deux series de reseaux 0. Les plans de ces deux reseaux sont 
egalement inclines sur la droite de la congruence. lis sont paralleles 
a deux reseaux inverses Tun de Tautre. La droite d'intersection de 
ces deux reseaux decrit une congruence cyclique C. 

2*^ oc* series de reseaux 2O. Les plans de ces reseaux sont paral- 
leles a C. 

3"* Tons les autres sont reseaux 30. 

Les reseaux harmoniques comprennent : 

I** Un reseau C perpendiculaire a la congruence C. 

2** Tous les autres sont 2C. 

Reseaux 30. 

Les congruences conjuguees comprennent ; 

1** Un systeme 00* de congruences 2O. Les parametres directeurs de 
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ces congruences sont (determinant As) : 

aXi-\- bfi-^czi (i = 1, 2, 3), 

a, hy c etant des conslantes liees par la relation 

Elles forment, en chaque point, un cone du deuxieme degre, S. 

2° Qc* systemes de congruences 2O, ayant pour parametres direc- 
teurs 

3*" Les autres sont des congruences 40- 

Les congruences harmoniques comprennent : 

I" Deux series A et B de congruences C. 

Prenons la congruence A et le cercle a, qui est normal a une serie 
de surfaces; les droites qui joignent le reseau aux points de a engen- 
drent des congruences 2O; elles se trouvent sur le cone S. Done les 
sections circulaires du cone S ont leurs axes dans le plan tangent au 
reseau. Ce sont les droites des series A et B. 

2? Toutes les congruences harmoniques appartenant a la serie A, B 
sont 2C. 

3® Toutes les autres sont 3C. 

On aurait des resultats analogues pour les congruences 30. 

Enfin, les congruences 30 sont, comme on le voit facilement, les 
memes que celles que j'ai appelees congruences a^socices (Comptes 
rend us, 1897). 

36. 11 est bien entendu que les resultats qui precedent s'appliquent 
au cas le plus general. 11 faudrait les modifier si plusieurs proprietes 
s*appliquaient k la fois a un meme reseau ou k une meme congruence ; 
parexemple, si un reseau etait a la fois p,0 et q,0; ou h\enp,C et 
9, C; ou encore/?, ety.C. Le but de la seconde Partie sera d'etu- 
dier ces modifications et de determiner ces elements particuliers. 

Dans le cas de Tespace a trois dimensions, on peut, en vertu de la 
loi de reciprocitc etablie au n** 33, se borner a considerer les reseaux. 



\ 



SUR LES SYSTfeMES ORTHOGONAU)C ET LES SYSTtMES CYCLIQUES. 227 

Si done on laisse de cote les reseaux K, on aura les trois types sui- 
vants de problemes : 

I ° Trouver les reseaux /?, et y, C . 

Nous donnerons a ce problenr^e le nom deprobleme de Bonnet, parce 
que Bonnet a trouve les reseaux qui sont et C. 

2" Trouver les reseaux p,0 et y, 0. 

3** Trouver les reseaux p^ C et q, C. 

Ces deux derniers problemes se ramenent I'un a I'autre. Ce dernier 
probleme sera appele probleme de Ribeaucour, parce que Ribeaucour 
a, le premier, donne des proprietes des congruences qui sont C et C 
(cycliques de plusieurs manieres). 

Enfin, nous chercherons aussi : 

Les reseaux p,0 et q,K; 

Les reseaux p, C et y, C. 

( A suivre,) 



^ 



SUR DES 



SYSTEMES DtQUATIONS AUX DERlVfiES PARTIELLES 



ANALOGUES ALX 



Equations du premier ordre, 



Par M. Jules BKUDON. 



L'objet de ce Travail est i'etude des systemes d'equations aux deri- 
vees partielles definissant une fonction de n variables independantes 
et dont la solution generale depend d'une fonction arbitraire de w — i 
arguments. 

Le premier Chapitre est reserve au cas general ; je montre que Ton 
peut toujours donner a un tel systeme une forme normale qui met en 
evidence ses analogies avec les equations du premier ordre. 

Dans le second Chapitre, je m'occupe particulierement des systemes 
lineaires et du second ordre; je fais une etude approfondie des condi- 
tions d'integrabilite, et je montre Texistence de donnees initiates sin- 
gulieres qui echappent au cas general. Je me reserve de revenir sur 
ces singularites, qui sont completement definies dans ce Travail. 

J'adopterai enfin la notation suivante : 



(JtC » • • • \jX „ 

OCj -i- . . . 4- OC;, =: A. 
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CHAPITRE I. 



1. Si un systeme d'equations aux derivees partielles, d'ordre />, 
definissant une fonclion s des variables 0^1,..., a?„, a une solution 
generale dependant d'une fonction arbitraire de n — \ arguments, 
on pourra se donner arbitrairement, pour a?„= x^ 

et les valeurs numeriques des derivees prises par rapport i\ x„ et 
d'ordre inferieur a p pour a?, = a?®, . . . , .r^ = a?® ( * ). Toutes les deri- 
vees d'ordre egal ou superieur kp oil x^ intervient dans les derivations 
doivent pouvoir etre calculees en fonction de Xt.x^, ...^x^, z, des 
derivees d'ordre inferieur a p, et des derivees d'ordre egal ou supe- 
rieur a/> prises par rapport kx^.x^, .. .»^n-i' 

Si Ton prolonge le systeme au dela de p par une differentiation, 
il jouira de la meme propriete et sera de plus lineaire; je me placerai 
done uniquement dans ce dernier cas. 

II y aura en particulier des equations de la forme 

. ^,_i . — = fonclion lineaire des d6riv6es d'ordre p ou j?« n*inlervienl pas. 

dPz ., 

= id. 



Pour ecrrreles conditions d'integrabilite relatives a cos deux equa- 
tions, il faudra differentier la premiere p — i fois par rapport a Xj, et 
la seconde/)'— 1 fois par rapport a Xi\ on aura ainsi deux expressions 
pour 

dxP-' dxP-' dXn 



(1) Je n'insiste pa? sur les conditions relatives aux valeurs initiales, aux coefficients, 
^ la fonction ^^ etc., car je suppose le systeme compl^tement int6grable et les donn^es 
initiales non singuli^res. 
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qui devrontetre identiques; or, dans Texpression tiree de la seconde 
equation, loutes les derivees sont prises au moins /? — i fois par 
rapport a a?,; il doit done en etre de meme pour Texpression tiree de 
la premiere equation; cela ne pent avoir lieu que si Ton a 

dPz _ d/'z dPz df'z 



une fonclion des derives d'ordre inf^rieur a p. 
Pour la meme raison, on aura 

dPz ()Pz dPz dPz 



• • • • 



dxPj-'dXn'' 'dx.dxPj-' ^^dx^dxP-' "" "^ "-'dXn^^dx^ ' 

Si Ton effectue maintenant les derivations indiquees, en portant son 
attention sur les derivees d'ordre ap — i, on voit aisement que 

Considerons maintenant les deux equations suivantes : 

(a) ^a,..ai...ia„=i)= fonction lin^raire desd6riv6es d'ordre/? 

oil Xn n'intervient pas, 

et 

, dPz _ dPz dPz Opz 

^^^ dxP-' dx,,-'''d^~d^ '^'''dx^dxr' ^* •• "^ '"'*-' dx„., do:?-* "^"" 

Pour ecrire les conditions d'integrabilite relatives a ces deux equa- 
tions, il faut faire, sur la premiere, Toperation 

1 



et sur la seconde Toperation 



\fX I • • • C/»* I I t/tZ^^" . I • • • tfX„_ I 

et Ton aura pour 






deux expressions qui devront etre identiques. 

L'expression provenant de {b) ne contiendra que des derivees oil 
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Ton a difFerentie au moins 

«! fois par rapport a a:,, 



aj 


)) 


.Tj, 


«/-! 


» 


•^1— 1» 


a 14-1 


» 


> 



ce qui exige que Ton ait 

-h A«_i Za,...a„_,-i-i(a„=0)~l~ • • • • 

En identifiant les deux resultats obtenus, on obtient 

Je suppose maintenant la propriete etablie jusqu'a une certaine 
valeur a^ de Tindice de derivation par rapport a ic„, et je vais montrer 
qu'elle subsiste pour Tindice a^, -f- r . 

On a, par hypothese, 

et je eonsidere Tequation qui donne 

{d) Z£,...a._i...a„+i= fonclion lineaire des d^rivees d'ordre p, 

oil rindice relatif a x„ est au plus egal a a„. 

J'efTectue sur (c) {'operation -r— > et sur (d) Toperation -r—- 

fir J: /J U»*'i 

Je dois obtenir deux expressions identiques. 

L'cxpression tiree de(c)ne contiendra que les derivees d'ordre/? de 
la forme 






««-+-!» 



il devra en etre de nieme pour i'expression tiree de (rf), ce qui exige 
que Ton ait 
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en completant Tidentification, on oblient 

Nous arrivons done au resultat suivant : 

TiiEORfeME. — Si un sy Sterne d' equations aux derivdes parlielles lineaires 
d^ordre p dijinissant une fonction z de n variables x^^ x^^ . , .^ Xj^a une 
solution gendrale dependant d'une fonction arbitraire de n — i argu- 
ments, on peut toujours mettre les equations qui le composent sous la 
forme 

a, , aa, . . . , a;, etant des entiers positifs pouvant prendre toutes les valeurs 

telles que 

«! -4- aj -h . . . -h a,* = /? — I ; 

a, , ^2, . . . , ^A etant desfonctions des variables indipendantes, de la fonc- 
tion inconnue, et de ses ddriveesjusqua Vordrep -— i , quirestent lesm^mes 
pour toutes les equations, el les A^^ „„ ^'^^^^ desfonctions des mimes argu- 
ments qui peuvent changer d'une equation a I' autre. 

2. Cette forme du systeme etudie met en evidence ses analogies 
avec Inequation du premier ordre. Si I'on considere, en effet, sur une 
multiplicite integrale les courbes definies par les equations differen- 
tielles 

, dxi dxi _^ dx^ 

on aura 

dt — 



«l 


. . . > 




dZi.i, 


aJtU... 


x„-+-. • --H^wZx^.a^-Hi 


k I, 


1j , , . J P I y 


>-.+ 


• • • ' *^n — ** > 



on tire, en outre, des equations proposees 



dt 



— Aa, ...«„• 



On connait, par suite, Torientation des elements differentiels le long 
de cette courbe independamment de la surface integrale choisie; et, 

Ann, de I'Ae, NormaU. 3* Serie. Tome XV. ~ Join 1898. 3o 
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si une multiplicite integrale possede un element d'ordre/? — i connu, 
elle posscdera tous ceux qui appartiennent a rorientation precedcnte. 
On retrouve done bien les caracleristiques, 

3. Considerons une multiplicite ponctuelle a /z — i dimensions, et 
cherclions les difTerentes surfaces integrales qui la contiennent; on 
pent definir cette multiplicite en so donnant z et x,^ en fonction de x^, 
X29 ..., ^rt-i5 Gt i' s'agit d'obtenir Torientation des elements 
d'ordre/? — i correspondant aux differentes surfaces integrales, c'est- 
a-dire les 7,^^ i^(k = i, 2, ...,/> — i) en fonction de a;,, X2, . . . , x^. 

On a 

Ceci montre que Ton pourra calculer tous les Z*"^* en fonction 
de Zj^*oy^^, et des derivees des Z^ ou Tindice h est inferieur a ^-4- i. 
On aura, en particulier, 



et les equations du systeme propose donnent 

1=1 L/=i J 



«l • •««• 



Si Ton tient compte de toutes les equations telles que (e) et (/), 
les equations (g) ne renferment plus que j?,, x^, ..., ^«-i, -r— ^^ les 

derivees de , p_^ > > ^.^ et ses derivees jusqu'au deuxieme ordre, etc.; 



n *"* /» 



-r-^ et ses (i^rivees jusqu'a Vovdrep — p, etc. ; ^-^ et ses derivees jus- 

qu'a Tordreyo — 1. 

11 y a /? fonctions inconnues intervenant respectivement aux ordres 
o, I, 2, . .. , /» — I ; le nombre des derivees d'ordre superieur est 
I 4- r^^, -f- r,^_, 4- ... -4- r^l] ; il est precisement egal au nombre r^"* 
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des equations du systeme propose. On sail qu'on pent alors obtenir 
ces fonctions a I'aide d'equations difTerentielles ordinaires. 

Une orientation d'elements d'ordre/? — i etant connue, il suffit de 
faire passer par chaque element une caracteristique pour obtenir la 
surface integrale correspondante. 

II existe des muUiplicites singulieres definies par les equations 



2 0JCa 



p-l 



2 ^'^a'.an A _ 

t 
^Zx, ...X„ _ 7A+1 , d^n 7*+! 

Poureviterl'embarrasd'une notation conDpliquee, nous n'etudierons 
ces equations, ainsi que les conditions d'integrabilite, que dans le cas 
des systemes du second ordre. 



CHAPITRE II. 



1. Un systeme lineaire du second ordre, dont la solution generale 
depend d'une fonction arbitraire de n — i arguments pent s'ecrire 

(1) Pni —^\Pi\ + CltPii -f . . .-+- an-xPin-\ "+- A„/, 

(2) Pnn—Cl\Pn\-^ ^iPn^-^ - • • -+* Ctn-l Pnn-l ~^ ^nny 



dxi dxj ^ "' dxi dxj dx^ 

La derniere equation pent etre mise sous la forme suivante 

n — 1 n — 1 n — 1 /i — 1 

Pnn = 2 «X /?XX H- a ^ ^ Cl'kCl]f.p\]f. -+" ^nn + ^ ^). A„X, 
X = i X = i 11 = 1 X = i 
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Pour obtenir les conditions d'integrabilite, je considere d'abord 
I'equation (i) et Tequation analogue 

je differentie la premiere par rapport a xi,, la seconde par rapport a a:,, 
pour obtenir deux expressions differentes de /?„,*; j'en deduis 

/I — I n-l 

p = l h=zl 

On a d'ailleurs 

n — l 

dao ^ /dao dai 



k 



n — \ 

doh ^r^ /da 



2 /dap dap\ 






p = l 

en ne portant son attention que sur les termes renfermantdesderivees 
du second ordre. 
On en deduit 

n — 1 It— 1 n — l /I — I 

p = l A = I p = l h = \ 

ce qui exige que Ton ait 

I dao dap Oo/, dan 

dph dpn dpp ^ dpn 

p, /i = I, 2, . . ., /I — I. 

Envisageons maintenant les equations (i) et (2); elles fournissent 
deux expressions de /?;,„/, et Ton devra avoir 

« — 1 n — \ n — l n—l 

p = i > = i X = i ii,= i 

en ne considerant comme plus haut que les derivees du second ordre. 
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On peut ecrire les formules 



dan yr^ dcip dap 



c'esl-a-dire 



n — 1 n — 1 

cfrtr, yr^ yr^ r da^ da. 



£; = 2 2 [«.^5^>x!^+ ^(«'/'>>+ 2«x«.'/'v)] 



da\ 



= 2]^'p(5^-^'^P5^)+---' 



p = l 
n — 1 

p=i 

ce qui donne, en portantdans I'equation (4) 



2 /^'p[5^^i^/^i^+5^(^^/^^^ + ^^>^i*/^^i^)J 



/I— 1 



'^ [da\ da\ \ 

X, p 
n — 1 

v^ r f da^i, da 



2 wp'h(^ -^«p^)+«.^(|-; -^«p|;)]- 



L'identification conduit aux r^sultats suivants 



p ^^p 2 fda\ da\\ 



dap <^ap /d^n <^^ii\ /c^a> (^a\\ 

Nous supposerons, pour rester dans le cas le plus general, que tons les 
coefficients a,, ^a, . . . , C;, sont differents de zero; on deduit alors des 
conditions (I) et des relations precedentes les conditions 

da\ , da\ 



ap - — = o, 



(II) dpp 'dpn 

f X, p = I, 2, . . ., /I — I. 
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Si Ton considere les equations 

^P9 ^ (>Pn 

dan dan 

^P? ^Pn 

en laissant X el [x fixes et faisant varier p, on en deduit 



day^ 


da\ 


dpp 


dpn 


day. 


da^ 



dpp dp, 

quel que soil p. Done, deux des coefficients a,, aj, .... a^, pris arbi- 
trairement et consideres commc des fonctions de /?,, /?2, . . . , p^ sont 
fonclions I'un de Tautre, et I'on pent poser 

II ne reste plus que les relations 

Ida , . da, 

p = I,2, ...,/l — I. 

Ecrivons 

F(a, /?,, ..., /?„, ir,, . .., Xn, 5) = const.; 

les equations (5) deviennent 

dV , ^dY 

dpp ^P' ' dpn 
done 

l^^Pn— 9i(a)/?i — . . .— 9i.-i(a)/?«-i. 

et Ton a Tidentite 
Si Ton difTerentie cette identite par rapport a a?/, on obtient 

n — 1 

d^ d^ v^ /(^flfp dap \ 



"> 
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car les termes du second ordre provenant de la ditferentiation des a 
disparaissent a cause des relations (11); on a done 



rt— 1 



. d^ d^ yc^ (dap dap \ 

On pent resumer les resultats obtenus dans le theoreme suivant : 

Theor^me. — Tout sysleme lineaire d* equations aux derwees partielles 
du second ordre definissanl une fonction z de n variables x^, . . . , iF„ 
dont la solution generate depend d'une fonction arhitraire de n — i ar- 
guments peut 6tre mis sous la forme 



Pni — «i Pi\ + CltPit -H • 


d^ 0^ V^ /dap dap 

= 1 


avec les conditions 






a, _ 9i(a, a?,, . . ., J7«, -s), 







a^—i — 9«— 1 (^> "^i* • • • > ^ny ^)f 
Pn — 9\P\ — 9iPi- ' '9nPn=^(^lJ ^U • • •, ^n> -)• 

2. Pour definir les multiplicites integrales, donnons-nous une mul- 
tiplicite ponctuelle a /i — i dimensions, par exemple z et x^ en fonc- 
tion do 07,, X2, ..., ^n-if et cherchons Torientation des elements du 
premier ordre sur cette multiplicite. 

On aura 

J^, =P^-^P^ OF,' d^, -Ppi-^Ppn -^^ 

d'oii Ton deduit 

_dpp^dpn dxn dfn dfn_dpj^^dpn dxn dxn dx„ 

P^^~' dxi dxp dxi P'^^ dxi dxp~ dxp dxi dxp P"^ dxi dx^^ 

P'^'-'d^r^'^'d^i' 

(1, p = I, 2, . . ., n — i). 

II neresteplus qu'a ohi^iiiv p^ ^^Pnn en fonction dea?<,a?2, ...yX^^^. 



^ 
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Or, Tequation (i) donnc 

/ /I — 1 \ n — 1 

et dc Tequation (2) on deduit 

Cette relation permet de simplifier Tequation precedente, qui de- 
vient 

^_Va ^-A -+-A ^• 
p=i 
de plus, on a 

_ dz dxn 

d'oii 

dxi dxidxp dxidxp dxp dxi 

On a done 



n — 1 \ n — 1 



Ces equations permettent de calculer/>„ par des equations difleren- 
tielles ordinaires; les caracteristiques sont d'ailleurs 

, dxx dx^ dxn—i dz dpp 

" ~~ «i ~" «i «/i-i ~~ + ~~ Ap„ 

II y a exception si la relation suivante est verifiee 



n — 1 



(10) 



On a, en outre, 



-2 

p=l 




— 0. 


dz 
dxp 


Pp-^Pn 


dXn 

dxp 
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d'oii 

/I — 1 w — 1 n — 1 

V^ <^5 YT* V^ (^'^n 

p = l ^ p=l p=l 
c'est-a-dire, en tenant compte de (i o) el des conditions d'integrabilite, 

n — t 



2 ^p ^ "^ ^(^" • • • » •^«' ^) — ^' 



p- ^ 



Les fonctions a^ renferment ^,,/72» •••»/^/i; ^^i 'on remplacc /?p par 
^_/,„^,onaura 

Nous allons voir que^O;, ne figure pas dans ces expressions. On a, 

en effet, 

II— \ 






dp 

1 = 1 

or, des conditions (II), on deduit 

dp J ^ Opn' 

ce qui donne 

O'cT 



dpn 
Les deux equations suivantes 



P=o. 



«— 1 



^ — dx„ 



2 



P <^^p 
p = l 



w — 1 



p=i 



qui sont du premier ordre en z et ;r,„ tournissent done les multipli- 
cites singulieres a /I — i dimensions. 

Ann.de VPic. Normale, Z* Serie. Tomo XV. — Juillet 1898, 3 I 
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II y aura indetermination dans le calcul de p^ et p^^, si Ton a 



/»— 1 



p = l 



"^2^pj:?; = ^' 



dz dXn 

dp. 



('0 dy,-li''9[-J^^-^^)--^ni=0. 



p = l 
»- 1 

p=i 



or, on a, d'apres Tequation (6) 



^ __ dpn^ dxn _ dpi _ dpn dx„ 
dxi dxp dxi dx^ dxi dxp 



et Tequation (ii) devient 



n — 1 



^^ _ V ., / dpi Opn <^^/.\ _ 4 _ ^ 

p=I 

de sorte que les conditions sent finalement 

dz dx,i 



/I— 1 

p = l 



, 4- - - ^-^^ 



/I — 1 



^yf?/ 



p^l 

(l = I, 2, . . ., /i). 

On voit sous cette forme que les muUiplicites singulicres sont 
engendrees par les caraclcristiques du systeme propose; pour les 
obtenir, on considerera une multiplicite d'elements unis du premier 
ordre a /i — 2 dimensions, susceptibles do porter des elements unis 
d'ordre ^, verifiant le systeme ^tudie, et Ton fera passer par chaque 
element de cette multiplicite une caracteristique. 
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ET SUR LA 

CLASSIFICATION DES TRANSCENDANTES, 
Par M. Jules DRACH, 

ANCIEN ELEVE DE L*ECOLE NORMALE SUPERIEURE. 



INTRODUCTION. 

I. Lacroix, dans son grand Traite de Calcul differentiel et integral, 
apres avoir constate Textpaordinaire diversile des elements qui veri- 
fient des relations differentielles et le petit nombrc de cas ou ces rela- 
tions peuvent etre resolues a Taide des transccndantcs elementaircs, 
ajoute : « Ces considerations me portent a croire que ce qui pent l(» 
plus contribuer aux progres du Calcul integral, e'est la classification 
exacte des divers genres de transcendantes absolument irreductibles, 
et par la essentiellement distincts, et la recherche des proprietes 
parliculieres a chacun de ces genres. » 

Nous avons tente ici de fixer les traits essentiels de cette classifica- 
tion en nous bornant aux transcendantes les plus simples : celles qui 
verifient des equations differentielles algebriques et plus particuliere- 
ment des equations du premier ordre. 

Peu de reclierches ont ete faites dans cet ordre d'idees, mais presque 
toutes ont conduit jusqu'a present a des resultats importants. Galois 
a realise, pour les nombres et les fonctions algebriques, la classifica- 
tion reclamee par Lacroix et, plus tard, les travaux de Puiseux et de 
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Ricmann ont monire qu'elle conduisait naturellement aux proprietes 
esscntielles de ces elements. 

Liouville, s'attaquant aux transcendantes du Calcul integral, a defi- 
nitivement elabli le caractere transcendant de certaines fonctions 
simples. La classification qu'il a ebauchee n'a malheureusement pas 
conserve son importance devant les decouvertes modernes de I'Ana- 
ivse. 

Une classe particuliere de transcendantes, les integrates de difTeren- 
tielles algebriques et les fonctions qui s'y rattaclient, a accapare en- 
suite pendant longtemps I'attention des geometres. C'est seulement 
de nos jours que Tetude des equations differentielles lineaires a coeffi- 
cients rationnels ou algebriques, abordee dans des voies diverses par 
un grand nombre de mathematiciens, parmi lesquels il faut citer, en 
Allemagne avec Riemann, MM. Fucbs et Klein, en France MM. Jordan, 
Poincare et Picard, a permis d'entrevoir pour les transcendantes qui 
verifient ces equations une classification rationnelle. 

Jamais d'ailleurs le probleme general de I^acroix n'a ete pose d'une 
maniere precise et c'est par la que nous avons du commencer. 

2. Les recberchescelebres de Galois nous ont appris que les nomhres 
algebriques ne sont jamais delermines d'une maniere unique par les rela- 
tions algebriques entieres a coefficients rationnels quits verifient. 

Si Ton considere, parmi ces relations, celles qui renferment un seul 
nombre algebrique, elles sont egalement verifiees par tons les nombres 
conjugues. 

Si Ton considere celles qui renferment a la fois un nombre et ses 
conjugues, leur ensemble ou toute portion de cet ensemble qui suffit 
a le determiner reste inaltere par certaines permutations des nombres 
conjugues entre eux. 

Le system e de ces permutations ou, mieux encore, le systeme des 
substitutions qui permettent de passer de Tune d'elles a toutes les 
autres, fixe la nature des nombres algebriques que Ton etudie, en 
montrant, de la maniere la plus claire, tous les moyens qui permettent 
de rattacher ces elements aux nombres rationnels. 

Un fait analogue s'est presente dans Tetude des fonctions alge- 
briques d'une variable, ou son importance a ete mise en evidence par 



p^ 
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Puiseux, d'unc fagon veritablement inattendue : On sail qu'unc fonc- 
tion algebrique permet d'etablir entre les nombres algebriques une 
certaine correspondance, telle qu'a une determination dc la variable 
corresponde une determination de la fonction, les determinations qui 
correspondent aux diverses fonctions conjuguees etant en general dlffe- 
rentes. II existc cependantdcs determinations singulieres de la variable 
pour lesqucHes les determinations dcs fonctions conjuguees ne sont 
pas toutes distinctes. Plusieurs des correspondances definies par ces 
fonctions conjuguees se raccordent, pour ainsi parler, en ces determi- 
nations singulieres et cctte circonstance a conduit Puiseux a les regar- 
der comme donnees par diverses branches d'une meme fonction, a de- 
termination multiple par consequent, qui est la fonction algebrique de 
la theorie moderne des fonctions. Pour fixer deux elements de la nou- 
velle correspondance il a etc necessaire, pour la premiere fois, de faire 
intervenir, avec les elements initiaux, la succession des determinations 
donnees a la variable jusqu'a la determination finale et de choisircette 
succession de fagon a etre certain de considerer toujours la meme 
branche de la fonction algebrique. On constate alors qu'en revenant a. 
la determination initiale de la variable on ne retrouve pas neccssaire- 
mentles determinations initialcs des diverses fonctions conjuguees; 
une certaine permutation s'estefiectuee sur ces determinations et cette 
permutation est I'line de celles que donne la theorie de Galois. 

La consideration des relations rationnelles verifiees par une fonc- 
tion et ses conjuguees joue, par suite, un role essentiel dans toute 
recherche sur les fonctions algebriques. 

3. L'ctude des. transcendantes les plus simples, celle de la fonction 
logarithmique, par exemple, amene aux memes conclusions. La rela- 
tion 

xf— I 

verifiee par le logarithme de x et les relations 



qui en sont des consequences necessaires, ne nous permettent pas, en 
effet, de distinguer entre les elements^ et j' -h c, c designant une con- 
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stantc arbitraire. L'etude ties correspondances numeriques definics 
parlafonction ja montre depuis longtcmps qu'a une determination de 
X correspondent une infinite de determinations de y qui s'obtiennent 
en ajoutant a I'une d'elles la constante 2/wi7c. 

4. II etait reserve a M. Picard d'etabliren quelques pages, deja clas- 
siques, que les transcendantes qui verifient des equations differen- 
tielles lineaires et homogenes a coefficients rationnels en x sont aussi 
incompletement determinees par les relations rationnelles, qui les 
lient a leurs derivees et a la variable; Tindetermination est definie 
cette fois par un systeme de transformations lineaires et homogenes 
portant sur les elements d'un systeme fondamental de solutions (*). 
M. Vessiot, parlant de la et utilisant les beaux resultats obtenus par 
M. Lie dans I'etude de la structure des groupes lineaires, a pu enoncer 
les conditions necessaires et suffisantes pour qu'une equation lineaire 
soit integrable par quadratures. 

Une classification naturelle des transcendantes qui verifient des 
equations differentielles lineaires a coefficients algebriques, classifi- 
cation basee sur les proprietes des groupes lineaires, resultait imme- 
diatement de ces recherches (*). 

Mais depuis longtemps deja Riemann et, apres lui, MM. Fuchs et 
Klein avaient remarque qu'a une determination de la variable corres- 
pondent, pour les elements d'un systeme fondamental, une infinite 
de determinations, derivant de Tune d'entre elles par des transforma- 
tions lineaires et homogenes a coefficients constants, et ctudie I'in- 
flucnce des determinations singulieres de la variable. M. Poincare 
avait meme, en profitant de ces remarques, conslruit de toutes pieces, 
a Taide de developpemcnts en serie, des transcendantes uniformes a 
I'aide desquelles il est possible d'exprimer, dans des casassez etendus, 
les integrates des equations lineaires a coefficients algebriques de la 
meme maniere qu'on avait exprime, avec les fonctions abeliennes, les 
integrates de differentielles algebriques. II ouvrait ainsi une voie dont 
nous pourrons seulement plus loin prevoir toute Timportance pour 
notre but. 

(») Annales de la Facultd de Toulouse, i885. 

(*) Vessiot, Annales de I'Ecole Normale super ieure, 1892. 
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5. Toutes ces rcchorches avaicnt mis en evidence le role joue par 
I'ensemble des relalions rationnelles verifices par les elements que 
Ton etudie et leurs derivees d'ordre quelconque, ou plutot par les 
transformations qu'il est possible de faire subir aux elements sans al- 
terer cet ensemble. Ces transformations formaient d'ailleurs toujours 
un groupe, puisque la succession de deux d'entre elles laissait evi- 
demment Tensemble inaltere. II etail, des lors, tout naturel de cher- 
cher a etendre les resultats obtenus aux groupcs les plus generaux 
que MM. Sophus Lie et Picard (*) venaient de decouvrir, dont les 
transformations pouvaient dependre de fonctions arbitraires. M. Lie ( ' ) 
avait lui-meme cherche a appliquer sa theorie des groupes, plus par- 
ticulierement celle At^ groupes finis {Aoni les transformations ne de- 
pendent que de parametres arbitraires, en nombre limite), a Tintegra- 
tion des equations difTerentielles. 

U montrait que presque tons ies cas d'abaissement qui s'etaient 
presentes jusqu'alors dans Tintegration des equations difTerentielles 
ordinaires resultent de Texistence de transformations, dependant 
d'un nombre limite de parametres, qui laissent invariables les equa- 
tions considerees. Ces transformations formcnt necessairement un 
groupe. 

D'autre part, a tout groupe de transformations defini par des rela- 
tions difTerentielles, M. Lie avait associe des expressions, les inva- 
riants differentiels, qui demeurent invariables par les transformations 
du groupe et par celles-la seulemcnt. Une equation qui reste invariable 
par les transformations d'un groupe est (') une simple relation entre 
ces invariants difTerentiels. 

6. Malheureusement les cassignales par M. Lie etaient toujours par- 
TicuLiERS : Une equation difTerentielle ordinaire 



( ' ) E. Picard, Journal de Liouville, 1892. 

(*) S. Lie, Berichtc &ber die Ferhandlungen derk, s, Gesellschaft der Wissenschaften 
',u Leipzig, 1891. 
(') Sauf des cas exceplionnels sur lesquels nous n'insistons pas ici. 
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d'ordre superieur au premier, n'admet pas, en general, de groupe an 
sens de M. Lie. 

Les equations lineaires aux derivees partielles 

et les systemes complets, etudies par M. Lie, sont celles ou ceux qui 
admettent un groupe de transformations dependant de paramelres 
arbitraires et portant surles variables x, 07, , x^^ . . . , x^. Cos systemes 
sont aussi tres particuliers; les beaux travaux de MM. Lie et Vessiot 
I'ont montre d'une maniere frappante. 

La memo observation s'etend a plus forte raison aux equations 
d'ordre superieur qui admettent des groupes. 

Ajoutons que, dans les cas particuliers oii une equation admet un 
groupe, il n'en resulte pas une theorie complete de Tintegration de 
cette equation; au contraire, ilest impossible d' affirmer y sur un exemple 
donne, que la reduction qui resulte de V existence du groupe est la seule 
que V on puisse faire . Les theoremes auxquels on parvient par ces me- 
thodes n'ont, en general, pas de reciproques. Dans quelques cas 
meme oil Ton sait que I'equation admet un groupe, par exemple 
dans le cas des equations differentielles ordinaires du premier ordre, 
on n'avait pu utiliser cette propriete. 

Enfin, en poussantun peu plus loin Texamen des travaux deM. Lie, 
on remarquait qu'il ne tiraitaucun parti des transformations imme- 
diatement en evidence sur I'equation, transformations banaks (?), 
telles, par exemple, que la transformation 

Z=/(5), 

ou/est une fonction arbitraire et qui laisse invariable toute equation 
lineaire telle que (i). 

Sans contester Timportance de ses recherches particulieres sur le 
sujet, on peut done aftirmer que V application, indiquee par M. Lie, de 
sa theorie des groupes a r integration des equations n est pas la veritable 
generalisation de la methode employee par Galois pour les equations al- 
gebriques. 

Les travaux de M. Picard, sur les Equations differentielles lineaires, 
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montraient la voie oil il fallait s'engager pour parvenir a cette gene- 
ralisation. 

7. Le siicces de la methode de Galois tient uniquement a la remarque 
suivante : 

Le systeme des equations qui sont verifiees par toutes les racines 
demeure invariable par une substitution quelconque de ces n racines 
et par ces transformations seulement. Les coefficients de Tequation 
dont on etudie les racines sont les invariants independants du 
groupe G„ des substitutions de n lettres. Tout progres dans la deter- 
mination de ces racines amene a la connaissance explicite des inva- 
riants d'un sous-groupe de G;,. 

Cetle observation subsiste pour les equations differentielles lineaires. 
Soient ^,,^2, . ..,y„ les elements d'un systeme fondamental de solu- 
tions; on connait d'une maniere explicite les invariants differentiels 
independants du groupe general F;, des transformations lineaires etho- 
mogenes porfant sur y,, ^a* •••♦j/i. quand on considere ces elements 
comme des fonctions de la variable x. Tout progres dans Tinlegration 
amene a connaitre I'expression explicite des invariants differentiels 
de Tun des sous-groupes de T^ et reciproquement. 

A un autre point de vue, dans les deux cas on pent exprimer tons 
les elements qui satisfont aTequation que Ton etudie, comm^ fonction 
determinee d'un nombre limite d'entre eux, formant un systeme fonda- 
mental, Cela suffit pour permetlre I'extension de la theorie de Galois. 

Soit un systeme d'equations aux derivees partielles, definissant 
p fonctions 5,, js^, . . ., z^ de /i variables, j?<, x^y . . .» x^^ etsupposons 
que la solution generale de ce systeme s'exprime d'une maniere deter- 
minee, toujours la mime, a I'aide d'un nombre fini rde solutions parti- 
culieres quelconques, des variables et d'un nombre fini de constantcs 
arbitraires c,, c^, . . ., Cy^ oude fonctions arbitraires^,, <p2» •••! ?a d'ar- 
guments determines; nous dirons que les solutions du systeme 
dependent d'un nombre limite r d'elements fondamentaux. Si Ton 
veut edifier une theorie complete de la determination de 5,, ^j* • • •» ^p 
il est necessaire de substituer a la recherche de la solution generale 
celle, dquivalente, de r solutions particulieres formant un systeme 
fondamental. 

Ann, de L'F.c, Normale. 3« Sepie. Tome XV. — Jcillkt 1898. 32 
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Ce second probleine depend loiijours de Tetude d'un groupe que Ton 
obtientde la maniere suivante : On ecrit les egalites qui donnent la 
solution generate en fonction des solutions particulieres et Ton y 
remplace successivement au premier membre les elements de la solu- 
tion generate par r nouveaux systemes de solutions et au second 
membre les constantes ou les fonctions arbitraires par r nouveaux 
systemes de constantes ou de fonctions. Les /?r egalites, ainsi obte- 
nues, definissent, entre les elements dun systeme fondamental, le 
groupe attendu. 

// jouCy dans V integration du systeme, le mime rdle que le groupe sy- 
metrique dans V elude des equations algebriques ou le groupe lineaire et 
homo gene dans V etude des equations differentielles lineaires. 

8. Parmi les systemes dont la solution depend d'un nombre limite 
d'elements fondamentaux, les plus importants sont formes par les equa- 
tions lineaires aux derivees partielles du premier ordre. 

Le groupe a considerer est, dans ce cas, un groupe de transforma- 
tions ponctuelles ( * ). 

A toute equation 

a coefficients rationnels, dont s,, z^^ ..., 2„ forment un systeme fon- 
damental de solutions, est attache un groupe F, contenu dans le 
groupe ponctuel general r„ des transformations de z^, z^f ..., s«, que 
nous appelons son groupe de rationalite et qui possede les proprietes 
suivantes : 

Tons les invariants differentiels rationnels de F, lorsqu'on etend les 
transformations en regardant les z comme des fonctions des {n -f- i) va- 
riables a:, x^, . .., x„, s'expriment rationnellement a I'aide des x. 

Toute fonction des z qui s'exprimc rationnellement a Taide des x 
est unc fonction de ces invariants differentiels. 

L'integration de Tequation (i) se decompose done en trois parties : 

1° Recherche des differents groupes F qu'il y a lieu de considerer; 

( * ) Cf . Comptes rendus, 8 mai 1893. 
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2** Determination du groupe F qui correspond a une equation don- 
nee; 

3° Etude des transformations du groupe F; 

que nous etudions successivement. 

La derniere etude conduit \i fixer la nature des transcendnntes z^, 
^2» • • •> ^rt d'apres la consideration des relations rationnelles qui lient ces 
elements aux variables et a leurs deri^^ees par rapport a ces variables. La 
classification obtenue concorde, par suite, avec celle a laqucUe nous 
serious parvenus en partant de ce dernier point de vue. 

En suivant pas a pas la marche adoptee dans Tetude des nombres 
algebriques et des groupes de substitutions, on demontre que les ele- 
ments -s,, ..., z^ qui ferment un systeme fondamental de solutions de 
Tequation 

(I) X(;;)=o, 

attache au groupe de rationalite F, peuvent etre amenes a faire partie 
du domaine de rationalite par des adjonctions successives de Iranscen- 
dantes attachees a des groupes simples, c'est-a-dire qui n'admettent 
pas de sous-groupe invariant. Pour ces dernieres, aucune reduction 
analogue n'est plus possible; d'ou Timportance de toute recherche 
relative aux transcendantcs z^, . . ., 5^, dans le cas oil F est un groupe 
simple. 

Nous n'insisterons pas sur un certain nombre de generalisa- 
tions faciles des resultats obtenus dans la theorie des substitutions : 
invariance des groupes facteurs dans toute decomposition normale 
du groupe F, theoreme de Lagrange, theorie de la resohante gene- 
ralcy etc. Passons de meme sur des applications immediates, qu'on 
aurait pu multiplier sans grandes difficultes, a Tequation du premier 
ordre y = f(^x^y) 011/ est rationnel, acertaines equations du second 
ordre y = /(a?,y,y), aux equations difTcrenticlIes lineaircs et aux 
systemes complets d'equations lineaires aux derivees partielles, bien 
que la simplicite des resultats obtenus merite peut-etre attention. 

9. L'etude des equations non lineaires du premier ordre, ou plulot 
de leurs integrates completes, se fiiit en suivant les memes principes 
que pour les equations lineaires. 
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On peut d'aillcurs la considerer comme une simple application de 
cette derniere, Tetude de Tequation 

ij{Zf x^y . . . , x„^ pij . . . , p,i ) =^ const., 

exigeant seulement la determination du groupe de rationalite de 
Tequation lineaire a (2/1 -h i) variables 

[Z,/]==o. 

Ce groupe est, pour un choix particulier du systeme fondamental 
de solutions, un groupe de transformations de contact a n ou (/i — i) 
variables. 

On parvient d'ailleurs encore a des groupes de transformations de 
contact quand on etudie les integrale.s completes des systemes en in- 
volution 

ou les X dependent rationnellement de 5, 07^, .. ., o^^, ^4, . . .,/?„ (*). 
II convient d'observer ici qu'il est possible d'amener, par une trans- 
formation ponctuelle des variables ou une transformation de contact, 
toute equation, lineaire ou non, du premier ordre, a une forme cano- 
nique toutintegree. Cette observation avail ete faite depuis longtemps 
par M. Lie, mais la determination de la transformation etantidentique 
a rintegration de Tequation donnee, cela ne constiluait qu'un simple 
deplacement de la question (^). Les theories que nous developpons 
montrent que Von peut fixer d*une maniere precise la dijficulte de I'in- 
legralion, c'est-d-dire aussi celle qui consiste a trouver la transformation 
qui amene a la forme canonique. 

10. Nous n'avons pas, dans notre travail, donne aux considerations 
basees sur la theorie des groupes, congue a priori, et sur les beaux 
resultats acquis dans ce domaine par M. Lie, un role preponderant. 



(») Nous avons dA, pour ne pas donner a ce Iravail un d^veloppement exag6r6, sup- 
primer Tcludo des Equations aux d^riv^es parlielles du premier ordre, nonIin6aires, qui 
fera Tobjet d'un M6moire sp6ciai ; nous renverrons, ^ celte occasion, ^ une Note des 
Comptes rendusy i4 Janvier 1895. 

(*) C/. Darboux, M^moire sur les solutions suigulieres, etc. {M^moires des Sav>ants 
et rangers, I. XX VII, p. 9). 
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En etudiant le probleme de Vintegration en general, il nous a ete pos- 
sible de definir ce que nous appelons Vintegration logique d'un sys- 
teme, qui estau probleme de Cauchy et aux autres problemes plus ou 
moins precis qu'on s'est pose sur Tintegration, ce qu'est la resolution 
algdbrique des equations par la theorie de Galois a leur resolution nu- 
merique ou par approximation. 

Nous avons ete amenes ainsi a definir d'une maniere extremement 
precise tons les elements du raisonnement : nombros, variables, fonc- 
tions, derivees, etc. avec les moyens les plus simples et a partir de theo- 
remes generaux sur les fonctions ddrivables pour determiner et classer 
toutes les transcendantes du Calcul integral, ou du moins celles que 
nous pouvons definir algdbriquement. 

Les principaux theoremes de la theorie des groupes, donnes par M. Lie. 
se sont ainsi troupes itahlis d'une maniire presque intuitive par des me- 
thodes qui en feront saisir la veritable importance, 

Signalons encore quelques indications generates sur le probleme 
de Vintegration logique des systemes differentiels quelconques et sur les 
formes les plus simples auxquelles on pent ramener de tels systemes. 
En particulier, tout systeme differentiel devant definir p fonctions :?,, 
^2, . . .f Zpde n variables a?, , a?2, , , , ^ x^ peut Stre ramene a un systeme 
d' equations du second ordre, a une seule fonction inconnue, en augmen- 
tant convenablement le nombre des variables, 

Les transcendantes qui sont liees a leurs derivees et aux variables 
par des relations rationnelles se partagent done en deux grandes 
classes, suivant qu'elles verifient des equations qui sont toutes du 
premier ordre ou toutes du second ordre. 

La classe intermediaire se ramene, en effet, a la seconde classe avec 
une ou plusieurs variables de moins, par Tintroduction de transcen- 
dantes de la premiere classe. 

Le travail actuel est consacre presque exclusivement aux transcen- 
dantes de la premiere classe. 

II n'existe d'ailleurs, a notre connaissance, aucune recherche rela- 
tive aux transcendantes essentielles du second ordre au point de vue 
auquel nous nous plaQons. On suppose toujours, bien entendu, dans 
la definition de telles transcendantes, le nombre des variables reduit 
a son minimum. 
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H. Nous bornerons la Ics indications qu'il nous a paru necessaire 
de donner sur le contenu de ce travail. 

On pourra nous reprocher d'avoir insiste longuement sur des pro- 
positions elementaires, regardees a d'autres points de vue comme evi- 
dentes, ou etablics d'une maniere differente de celle que nous avons 
adoptee; nous avons vu la le seul moyen de donner quelque unite a 
ce travail. 

Nous avons voulu egalement etablir, une fois pour toutes, la distinc- 
tion a faire, en Mathematiques, entre une etude de pure logique et toute 
autre recherche. Nous insistons d'ailleurs sur ce point -dans la Conclu- 
sion, en indiquant les rapports de notre theorie avec celle que Ton 
pourrait construire en faisant intervenir les developpements en serie 
et les groupes de monodromie relatifs a nos equations. Nous pensons 
que cette derniere etude Aoxisuivre celle, que nous avons essaye d'es- 
quisser, des groupes de rationalite, mais en demeurer entierement 
distincte (*). 

Peut-etre nous perinettra-t-on deux citations qui paraissent justifier 
les idees qui nous ont guide : 

« Ce qu*on appelle un fait d'Analyse doit toujours etre ramene, si 
Ton veut s'en faire une idee juste, aux principes metaphysiques de 
cette science. II est evident, en effet, que, Temploi des caracteres alge- 
briques ne pouvant rien ajouter aux idees qu'ils representent, on doit 
toujours trouver dans Texamen attentif des conditions de chaque ques- 
tion la raison de tous les resultats auxquels on est conduit par le 
calcul. » J.-M. Ampere. 

« Je mehr ich uber die Principien der Functionentheorie nachdenke 
— und ich thue dies unablassig — urn so fester wird meine Ueber- 
zeugung, dass diese auf dem Fundamente algebraischer Wahrheiten 
aufgebaut werden muss, und dass es deshalb nicht der richtige Weg 
ist, wenn umgekehrt zur Begrundung einfacher und fundamentaler 
algebraische Satze, das « Transcendente » urn mich kurzauszudriicken 

(*) Les r6sultats principaiix de co travail onl 6l6 communiques k I'Acaddmie des 
Sciences dans deux Notes (8 mai 1893, 14 Janvier 1895), sauf ceux relatifs aux syst^raes 
diffcrentiels gcn6raux {Compies rendus, 26 octobre 1897) et k la determination du groups 
de rationality (Chapitrc 1U). 
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in Anspruch genommen wird, so bestechend auch auf den ersten 
Anblick z. B die Betrachtungen sein mogen, durch welche Riemann 
so viele der wichtigsten Eigenschaften algebraischer Functionen 
entdeckt hat. » K. Weierstrass. 

Qu'il me soit permis, en terminant, d'exprimer ma vive reconnais- 
sance a M. S. Lie, pour le devouement avec lequel il m'a initie a ses 
theories si puissantes et si fecondes, et a MM. E. Picard et J. Tannery, 
pour TafTectueux et inlassable interet qu'ils ont bien voulu prendre a 
mes recherches! 



CHAPITRE I. 

LES FONCTIONS ALG^BRIQUES ET LES GROUPES DE SUBSTITUTIONS. 



I. — Nombres entiers positifs et n^gatifs. 

1 . Nous definirons tous les elements sur lesquels nous raisonnerons dans 
la suite, c'est-a-dire les nombres et les fonctions algebriques, les diffe- 
rentielles et les derivees de ces fonctions, et, d'une maniere generate, 
les fonctions d'une ou de plusieurs variables qui verifient des relations 
differcntielles algebriques, par leurs liaisons avec les elements d*un pre- 
mier systeme, dont nous allons d'abord preciser les proprietes. 

Nous supposerons que ce systeme satisfait aux conditions suivantes : 

I . // existe un mode de composition qui permet de passer de deux ele- 
ments quelconques du systeme a un troisieme element, bien determine, du 
meme systime. 

II. Ce mode de composition est associatif. 

Si Ton represente par (a, ^) le resultat de la composition de Tele- 
ment u avec Felement r, on aura par consequent, entre trois elements 
quelconques du systeme, I'identite 

(flf,(6,C))=r((a,6),c). 
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III. Un mSme element compose ai^ec des elements qui different entre 
eiix donne encore des elements qui different entre eux. 

On pent done conclure des identites 

(a, //)= b, (a, r) = b 

I'identile 



// zz: r. 



IV. Tous les elements du systeme sont obtenus, et chacun d'eux est 
ohtenu une seulefoisy par une composition repetee de I'un d'eux, conve- 
nahlement choisi, avec lui-mSme, cest-d-dire en composant cet element a 
as^ec lui-mime, ce qui donne {a,a)y puis avec I'element (a, a), ce qui 
donne ( a, (a, a) ) et ainsi de suite. 

11 est facile d'etablir que ces hypotheses permettent de former d'une 
seule maniere une table de composition des elements du systeme, c'esf- 
a-dire une table donnant le resultat de la composition de I'element u, 
choisi d'une maniere quelconque, avec Telement Vy quelconque egale- 
ment. 

Si, par exemple, nous continuous a representer par a Telement qui 
sert a obtenir tous les autres, la propriete associative de la composition 
donnera Tidentite 

(i) (a,(a,a))=r((a,a)a,). 

On pent done representer les elements ( a, {a, a) ) et ( (a, a), a ) par 

un meme signe (a, a, a) obtenu en supprimant les parentheses inte- 
rieures. 
Cette propriete associative donnera egalement les identites 

( 2 ) (a, (a, a, a)) = ({a, a), {a, a)) z=i ({a, a, a), a), 

qui permettent encore de representer par un meme signe (a, a, a, a), 
obtenu comme precedemment, tous les elements qui y figurent. 

II est clair que le meme raisonnement pent etre repete sans condi- 
tions et qu'on obtiendra ainsi une suite illimitee d'elements representcs 
par les signes 

dont la loi de formation est immediate. Les identites (i), (2), ..., 
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ecrites successivement, constituent une table de composition de ces 
elements. 

Enfin, la representation meme de ces elements raontre que leur com- 
position est commutatwe (*), c'est-a-dire que Ton a identiqueraent 

quels que soient les elements m, v du systeme. 

Les elements a, (a, a), (a, a, a), . . . , que nous venons de definir, 
sont appeles nombres entiers positifs. On les repiesente d'ordinaire, 
pour la commodite de Tecriture, par des signes speciaux i, 2, 3, ..., 
formes d'apres des regies qui constituent la numeration. On appelle 
addition la composition a Taide de laquelle tous les entiers positifs 
derivent de Tentier un^ et Ton represente par(w -f- ^) leresultatde 
Taddition des entiers u et v. 

Tout cela est bien connu; nous avons juge utile de le rappeler, afin 
de fixer parmi les proprietes des entiers positifs celles que nous em- 
ployons a les definir. 

Nous aurons souvent dans la suite a considererdes systemes d'ele- 
ments qui possedent les proprietes I, II, III du systeme des nombres 
entiers positifs : on dit que les elements de ces sy st ernes forment un groupe 
pour le mode de composition considere. Les entiers positifs composes par 
addition forment par consequent un groupe G. 

2. La table de composition du groupe G montre immediatement 
qu'aucun entier positif mis a la place de a?ne pent verifier la relation 

Proposons-nous de chercher s'il est possible de former un nouveau 
systeme d'elemenls satisfaisant aux conditions suivantes : 

I. Pour un certain mode de composition, les elements du systeme 
forment un groupe, 

II. Le systeme renferme les nombres entiers positifs et la table de com-- 
position relative a ces entiers est identique a leur table d' addition, 

(*) Cf. H. PoiNCARE, Sur la nature du raisonnement niathe'matique {Revue de M4taphjr* 
sique el de Morale; 1894)* 

Ann, de I* Ac, Normale, 3* Serie.Tone XV. — Juillkt iSqS. 33 
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III. Un element au moins du nouveau systeme, mis a la place de a?, 
nerifie la relation 

OIL Von a conserve, pour indiquer la nouvelle composition^ le signe de 
I* addition des enliers positifs, ce qui est evidemment legitime. 

On reconnait immediatement qu'un seul element du nouveau sys- 
teme pent verifier la relation (i -i- ^) = i ; le developpement des hypo- 
theses precedentes conduit d'ailleurs uniquement aux identites 

(a7-i-a)=:(aH-j7)r=:flr, 

dans lesquelles a est un entier positif quelconque. II resulte de la que 
le nouveau systeme peut etre forme par les entiers positifs et un seul 
element nouveau x. On nomme cet element zero et on le represente 
par le signe o. 

La composition des elements du nouveau systeme, que nous conti- 
nuerons a nommer addition, reste commutative (*). 

3. On peut conclure de Texamen de la table d'addition du systeme 
forme par zero et les entiers positifs, qu'aucun element x du systeme 
ne verifie la relation 

des que b precede a dans la suite naturelle des nombres o, i , 2, 3, ... 
Considerons la premiere relation satisfaisant a cette condition : 

(i -4- a*) = o 

et proposons-nous de former un nouveau systeme d'elements qui 
possede les proprietes suivantes : 

I. Pour un certain mode de composition les elements du systeme forment 
un groupe. 

(*) Nous ferons observer ici, une fois pour loules, que cest V^tude directe des gran^ 
dears g4om4triqucs, micaniqucs on physiques qui conduit pratiquement a introduire dans 
le raisonnement de nouveaux 6Uments; nous nous prdoccupons uniquemenl de monlrer 
comment cette introduction peut Otre faite sans sortir du domaiue de lalogique pure. 



ESSAI SUR UNE THEORIE GtlNI^RALE DE L*1NT6GRAT10N, ETC. 259 

II. Le systeme renferme les entiers positlfs et zero; la table rle composi- 
tion relative a ces elements est identique a leur table d' addition. 

III. Un element au moins du systime verifie la relation 



Sans insister sur le developpement de ces conditions, nous rappel- 
lerons que le nouveau systeme ne renferme qu'un element possedant 
les proprietes attribuees a a?, mais qu'il renferme une suite illimitee 
d'elements nouveaux. A chaque entier positif a correspond Tun de ces 
elements y qui verifie la relation 

et si Ton designe par (— i) Telement a? et par (— «) Felement j, 
I'element (— «) est forme par addition repetee de I'element (— i), 
comme a est forme avee i. La composition des elements est toujours 
commutative. 

Les nouveaux elements (— i), ( — 2), (—3), ... portent le nom 
d'entiers negati/s. Ajoutons que, dans le systeme forme par zero et les 
entiers, il existe toujours un element et un seul qui, mis a la place 
de (v, verifie la relation 

a et b designant deux elements quelconques du systeme. On aurait 
d'ailleurs pu obtenir les nouveaux elements en se proposant de former 
un systeme satisfaisant a cette condition. 

4. Soient a el b deux elements quelconques du systeme forme par 
zero et les entiers; si nous posons identiquement 

(a,i):^a 
{a.(b -M)) = ((a.6)H-a), 

nous avons defini un nouveau mode de composition de ces elements 
qu'on appelle multiplication. Ce mode possede egalement des proprietes 
simples que I' on peut etablir en partant des identites precedences (* ); 
nous rappellerons seulement celles dont nous aurons besoin plus lard : 



(*) H. POINCARE, loc, Cit, 
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On a d'abord, quel que soil Telement a du systemo 

Si Ton supprime zero Ton obliendra un nouveau systeme, dont les 
elements composes par multiplication forment un groupe. La multi- 
plication est d'ailleurs commutative comme Taddition. 

Enfin, quels que soient les entiers a, i, c, on a identiquement : 

(flr.(^?-f- c)) — (a.6) 4-(rt.c), 

ce qu'on enonce en disant : La multiplication est distributive par rapport 
a I* addition. 

L'etude de la constitution du groupe forme par les nombres entiers 
lorsqu'on les compose par multiplication conduit a reconnaitre que 
tons ces nombres peuvent s'obtenir par multiplication de certains 
d'entre eux qu'on appelle nombres premiers , La theorie de la decompo- 
sition des nombres en facteurs premiers, ou une etude directe, theorie 
de la divisibilite, permet de decider s'il existe ou non un entier x veri- 
fiant la relation 

{a.x) := b 

dans laquelle a ei b sont deux entiers donnes. C'est la consideration 
des relations de cette forme qui ne sont verifiees par aucun entier, 
qui amene a introduire dans le raisonnement de nouveaux elements : 
les nombres rationnels. 



IL — Nombres rationnels. 

5. Nous Savons que les entiers composes par multiplication for- 
ment un groupe. II est aise de voir que la table de composition de ce 
groupe^ table de multiplication, supposde conslruite, suffit a definir ces 
elements, c'est-a-dire qu'on en peut conclure Texistenced'un deuxieme 
mode de composition des elements qui possede les proprietes de I'ad- 
dition, la table de composition relative a ce mode etant identique a la 
table d'addition. Ce point etant admis, proposons-nous de definirun 
nouveau systeme satisfaisant aux conditions suivantes : 
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I. Les elements du systime, composes par un certain mode, Jorment 
iin groupe. 

W. Le systeme renferme les nomhres entiers et la table de composi- 
tion relative a ces elements est identique a leur table de multiplica- 
tion. 

III. Le systeme renferme toujours un eldment x qui verifie la rela- 
tion 

oil Ton a conserve pour indiquer la noiivelle composition le signe de 
la multiplication, a et 6 designant deux elements quelconques du 
systeme. 

Le developpement de ces conditions conduit a etablir que les ele- 
ments nouveaux s'obtiennent en multipliant par des nombres entiers 
ceux qui verifient des relations de la forme 

a designant un entier different de -f- 1 et de — i, ou bien encore qu'ils 
resultent de la composition entre eux et avec les nombres entiers des 
elements satisfaisant aux relations 

oil p est un nombre premier. La composition des nouveaux elements 
entre eux et avec les entiers est encore commutative, on continue a 
W^^^^v multiplication ; les nouveaux elements sont dits nombres ra- 
tionnels. 

Nous ferons observer qu'il est maintenant possible d'etablir l*exis- 
tence d'un second mode de composition des nombres rationnels entre 
eux et avec les entiers, qui possede les proprietes de Taddition; tel, 
par exemple, que la multiplication soit distributive par rapport a Tad- 
dition. 

On pent conclure de la que la composition par multiplication des 
nombres rationnels et de zero, qui a ete ecarte jusqu'a present, suit 
les memes lois que celle des entiers et de zero, c'est-a-dire qu'on a 
toujours 

(o.a) ^(a.o) = o. 
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Les relations 

(o.o?) =za, 

oil a est different de zero sont done les seules qui n'admetlent pas de 
solution dans le systeme forme par les nombres entiers et les nombres 
rationnels. Ces relations sont impossibles en raison du role singulier joue 
par zero dans la multiplication. 

Ajoutons que la relation {o.x) = o est verifiee par tout element x 
du systeme : nombres entiers ou rationnels et zero(*). 

III. — Variables. Polynomes. Fractions rationnelles. 

6. Les elements consideres jusqu'a present sont lies aux nombres 
entiers par des relations qui suffisent a les isoler; on les nomme, pour 
cela, elements determines ou numeriques. Nous allons en definir qui 
possedent des proprietes plus generales : les elements indetermines et 
les elements variables. 

Un element indetermine est un .element qui pent etre choisi d'une 
maniere arbitraire, dans un systeme d'elements determines; il posse- 
dera, par consequent, les proprietes communes a tous ces elements. 
Par exemple, un nombre rationnel indetermine a se composera avec 
les nombres rationnels et avec lui-meme, suivant deux modes qui 
possederont les proprietes de Taddition et de la multiplication des 
nombres rationnels. Si Ton adopte la notation a'" pour representer le 
produit de m facteurs a, tous les elements deduits de a par ces deux 
modes sont de la forme 

les elements a, i, . . ., / etant des nombres rationnels determines. Ce 
sont les polynomes en a; leur calcul suit necessairement les memes 
lois que celui des nombres rationnels. La consideration des relations 
Ax = B oil A et B sont des polynomes en a, qui ne sont verifiees par 



( 1 ) Nous verrons dans la suite Timporlance exceptionnellc de ces deux circonstances, 
sur lesquelles repose toute la th^orie des singularit^s des fonctions d'une ou do plusieurs 
variables. 
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aucun de ces elements, conduit a definir des elements nouveaux qu'on 
represenle par j et qu'on appelle fractions rationnelles en a. Ces ele- 
ments suivent encore necessairement les lois du calcul des nombres 
rationnels. 

A cote des proprietes generales de composition que nous venons de 
rappeler, les elements indetermines possedent des proprietes speciales 
qui dependent du systeme particulier d'elements numeriques auxquels 
ils appartiennent; un entier indetermine possede, par exemple, des 
proprietes qui n'appartiennentpasa un nombre rationnel indetermine. 
On parvient aux elements variables en ne conservant que les pro- 
prietes generales de composition des elements indetermines. Un ele- 
ment variable x se composera avec lui-m^me et avec les nombres rationnels 
suimnt deux modes qui possedent les pwprieles de l' addition et de la mul- 
tiplication des nombres rationnels y et ce sont Id toutes ses proprietes (*). 

Les elements qui resultent de cette composition sont de la forme 

oil les a, fe, . . ., /sont des nombres rationnels et les lois de leur calcul 
sont celles du calcul des nombres rationnels. On peut, de plus, 
affirmer que deux polynomes en x qui ne renferment pas les mSmes puis- 
sances de X avec les mSmes coefficients sont deux elements distincts. 
Aux polynomes en x, la consideration des relations 

A/ = B, 



( » ) On consid6re souvent des 616ments nomm^s paramktres ou constantes arbitraires, 
qui possedent les m^mes propri^t^s de composition que les variables; iU nten different 
que par la maniere dont ils se comportent dans la differentiation, les diff^renlielles 
des constantes 6tant nulles et celles des variables elant de nouvelles variables. On com- 
prendra plus loin les raisons de ces d6nominations distincles. 

Ajoutons que les variables, telles quo nous les d^finissons, sont co qu'on appelle d'ha- 
bitude des variables complexes, qui peuvent 6tre representees geometriquement par les 
points du plan de Cauchy ou par des segments g6om6lriques. C'est d'ailleurs cette coin- 
cidence qui est la veritable raison de I' importance des variables complexes en Analyse; 
dans TAnalyse pure, en efTot, ce sont les proprietes logiques qui jouent un r61e essentiel; 
dans TAnalyse appliquee, Texistence ou la non-existence, dans un ensemble determine, 
d'eiements rialisis possedant ces proprietes, peut modiOer du tout au tout ce point de 
vue. 
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dans lesquelles A et B sont deux polynomes, qui ne sont verifiees par 
aucun polynome mis a la place de j, permet de rattacher des ele- 

menls y qu'on represente par j et qu'on appelle fractions rationnelles 

en x\ ces elements, bien definis, suivent encore les lois du calcul des 
nombres rationnels. Ceci pent s'etendre immediatement en conside- 
rant plusieurs elements indetermines a, p, y, ... ou plusieurs ele- 
ments variables Xy y, z, ..., ou a la fois des elements indetermines 
et des elements variables; nous n'y insisterons pas. 

Ajoutons cependant que le systeme forme par les polynomes et les 
fonctions rationnelles de plusieurs variables a7,y, 5, . . ., a coefficients 
rationnels, determines ou non, possede les deux proprietes suivantes : 

I. II existe toujours un element et un seul du systeme, X, qui verifie 
relation 

oil A et B sont deux elements quelconques du systeme. 

II. II existe toujours un element et un seul du systeme, X,, qui 

verifie la relation 

A,Xi = B„ 

B, etant quelconque et A, different de zero. 

Lorsque A, = B< = o, tout element du systeme mis a la place de X, 
verifie la relation. 

Lorsque A^ = o, B, etant different de zero, aucun element du sys- 
teme ne verifie la relation. 

Suivant une denomination consacree, nous designerons le systeme 
precedent sous le nom de domalne de rationalitd absolu ou de domaine 
absolu, ou simplement d^absolu, 

IV. — Nombres et fonctions alg^briques. 

7. Tous les elements etudies jusquMci sont definis sans ambiguite, 
c'est-a-dire d'une maniere unique, par leurs liaisons avec les elements 
deja connus. Cette circonstance ne se presentera plus; tous les elements 
determines , c'est-d-dire non variables, que nous aurons a considers 
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mainienant ne seront definis par leurs liaisons aux elements precedentSy 
cesUordire a /'absolu, quavec un certain arbitraire. La connaissance 
precise de cet arbitraire nous permettra de fixer ce qu'il y a de deter- 
mine dans le calcul de ces elements; elle nous permettra aussi de les 
classer. Une etude ulterieure de la classification naturelle, a laqueile 
on parvient ainsi, en montrera Timportance. 

Le premier exemple d'elements qui ne sont definis qu'avec une cer- 
taine ambiguiteestdonneparles nombres algehriques, dont nous allons 
maintenant resumer les principales proprieles (*). 

Le produit de deux polynomes en a? a coefficients rationnels est un 
polynome en a? a coefficients rationnels. Tout polynome en a? a coeffi- 
cients rationnels peut-il inversement etre regarde comme le produit 
de deux polynomes de meme nature? Une theorie elementaire (theorie 
de la divisibilite) montre qu'il n'en est rien. 

Par un nombre limite d'essais, fixe a I'avance, on pent mettre tout 
polynome F(a7) a coefficients rationnels sous la forme d'un produit 

de polynomes a coefficients rationnels pour chacun desquels une de- 
composition analogue n'estplus possible (polynomes irreductibles)ou 
bien reconnaitre Timpossibilite de cette decomposition. 
L'identite 

F(,r) = (^ — ^i) Fi(a?, J7i) -h F(a:i), 

oil x^ designe un nombre rationnel arbitraire, nous montre qu'on 
obtiendra les nombres rationnels x^ qui verifient la relation 

en egalant a zero les polynomes f(cc), gi^)* - . . /acteurs de ¥(x) qui 
sont du premier degre en x. Tout polynome F(a?) qui n'admet pas de 
diviseurs rationnels du premier degre, ne s'annule pour aucune deter- 
mination rationnelle de x. 



(*) On pourra consultor, pour plus de d^Lails sur co sujel, V Introduction a I'itude de 
la Thtforie des nombres ct de I'Algebrc sup^ricure (2* Parlie, Algebrc sup6rieure). 
Librairio Nony; 1895. 

Anil, de Vtc. yormalcj Z* Serie. Tome XV. — Juillet 1898. 34 
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Supposons que f(cc) n'admette pas de diviseurs rationnels du pre- 
mier degre, ni meme d'aucun degre, et proposons-nous de rechercher 
s'il existe, dans Tensemble general forme par les constantes arbi- 
traires, des elements x qui verifient la relation 

F(^) = 0. 

En designant par 0*^ Tun de ces elements, on pourra encore ecrire 
ridentite 

et conclure de la et de la relation 

la relation 

La propriete distributive do la multiplication etant conservee dans 
Fensemble general des constantes arbitraires, on pent affirmer que, 
pour qu'un produit de facteurs soil nuly ilfaut et il suffit que run des 
facteurs soil nul; si done x est different de j?^, on aura 

Fi(x, :rj) =r o. 

SoitiTa un element verifiant cette derniere relation, Tidentite 

nous montrera de meme que tout element x^^ different de x^ et de X2, 
qui verifie la relation 

verifie egalement 

Fi(^3, ^1, j:t) = o. 

Le raisonnement se continue manifestement jusqu'a Xj^ lorsque le 
polynome F(a?) est de degre n, et les elements a?,, o^a, . .., ^» devront 
verifier les relations 

F(J7,)— o, 

(I) ( Fs(x„j:„ jri)i=:o, 



■■^ rt— I v^m *^«— 1> ' * * y Xi) — . O, 
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On pourra conclure aussi de la I'identite 

et il est clair que cette identite suffit pour que F(^) s'annule pour 
x = x^, x = X2, ..., x = Xn> Ce polynome F(x) ne pcut s'annuler 
pour aucune autre determination dex. 
Posons 

¥{x)=:x'^—PiX''-^-\-ptX'*-^-\-.. .-h (— i)V«> 

et designons par S<, 83, . . ., S;, les sommes des produits un a un, deux 
a deux, .. .,n a a des elements x^,x^, . ..,a7„; il resultedesremarques 
precedentes que, s'il existe des elements satisfaisant a la relation 

F(^)=:0, 

ces elements distincts sont au nombre de n et doivent verifier les rela- 
tions (I) ou encore les relations (II) 

Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes. 

8. Nous sommes ainsi amenes a rechercher toutes les consequences 
des relations (I) ou (II), et il suflira d'etablir qu'clles ne sont jamais 
contradictoires pour demontrer I'existence des elements x^,X2, ..,,x„, 
qu'on appelle des nombres algebriques. 

Nous etudierons tout de suite le systeme plus general forme des 
relations 

(S) F,(^,, O^i, ..., Xn)=0 (1=1, 2, ...,/>), 

oil les F sont des polynomes a coefficients rationnels. Les consequences 
necessairesde ces relations s'obtiennent toutes en appliquant les deux 
remarques suivantes : 
Si Ton a 

A = o, B = o, 

on a aussi 

X et [X etant deux elements de Tensemble forme des constantcs arbi- 
traires et des variables. 
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Si Ton a 

A«BP=:0, 

on a aussi 

AB=:o. 

La theorie du resultant apprend a ramener ces consequences a leur 
forme la plus simple : nous rappellerons qu'en posant 

oil les u sont des nombres rationnels indetermines, Liouville a montre 
comment, par un procede regulier, on parvient a les definir a Taide 
d'une seule equation 

dontle premier membre est un produit de polynomes et qu'on appelle 
la resohante generate du system e. 

Parmi les differents systemes (S), nous considererons plus particu- 
lierement ici ceux dont la resolvante ne renferme plus aucune des 
lettres a?,, x^, ..., x^^i s'ecrit par consequent 

R«(5) = o, 

R;} etant un polynome en z.u^^u^, ..., w^ a coefficients rationnels, 
qu'on peut supposer sans diviseurs multiples. 

Ces systemes seront appeles determines. 

Les equations (S) sont elles-memes des consequences necessaires 
des relations 

(T) S «-(^> = *'' 

I a?,D,R„(s)-hD„.R„(^) = o («zri,2, ...,/i), 

en nombre (/i-i-i), dont n seulement sont distinctes etouD„.Rrt(2) 
represente un polynome bien determine, la derwee pariielle de Rrt(s) 
par rapport a m/. 

Lorsque le resolvant R„(5) forme par les methodes regulieres ne 
renferme pas z, il se reduit a une constante; les equations (S) qui 
entrainent la relation 



^ 
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conduisent alors a une contradiction : on dit que le systeme (S) est 
incompatible. 

Si le resolvant Rn(2) renferme 5, deux cas peuvent se presenter 
suivant que ce polynome est ou non reductibie lorsque les u sont 
indetermines. 

Si le resolvant R„ (5) est irreductible, toute relation entifere en z, a 
coefficients rationnels en w<, w^, . . ., m„, compatible avec la relation 

est une consequence necessaire de cette derniere, c'est-a-dire est com- 
prise parmi les relations 

oil X est un polynome en z.u^^u^^ ..., u^. 

Si le resolvant Rn(2) admet des diviseurs rationnels, il n'en est pas 
de meme; suit ^n{^) I'un de ces diviseurs, la relation 

est compatible avec la relation 

sans en etre une consequence necessaire. Les relations (T) peuvent se 

partager en divers groupes 

?«(-) = o, 

relatifs aux divers diviseurs rationnels de Rn(^)» et les relations de 

I'un de ces groupes sont incompatibles avec celles de chacun des 

autres. 

Ceci subsiste lors meme que les u ne sont plus arbitraires, mais 

rcQoivent des determinations pour lesquelles Rn(2) n'a pas de diviseurs 

multiples. 

Les systemes (S) se partagent done en deux classes : 

1° Les systemes irreductibles, tels que toute relation rationnelle en a?,, 

X2, ...» ^/i compatible avec les equations (S), est une consequence 

necessaire de ces equations et pent s'obtenir en les combinant lineai- 

rement; 
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2° Les systemes reductibles , pour lesquels on peut ecrire entre les x 
des relations rationnelles qui, sans cesser d'etre compatibles avec les 
relations (S), n'en sont pas des consequences necessaires. Ces der- 
niers systemes so decomposent en un certain nombre de systemes 
irreductibles distincts. 

L'exemple le plus simple de tels systemes est fourni par une seule 
relation 

F(«) = o. 

1° Si F(5) est irreductible, toute relation (p(5) = o, compatible 
avec la relation ^{z) = o, en est une consequence necessaire, 

X etant un polynome. 

2** Si F(z) = <p(js) ^(3), on peut deduire de la relation 

¥{z) = o, 

soit la relation 

9(5) = 0, 

soit la relation 

et lorsque ¥(z) n'a pas de diviseurs multiples, ces deux relations 
s'excluent Tune Tautre; aucune d'elles n'est une consequence neces- 
saire de la relation ¥(z) = o. 

9. L'application des resultats precedents au systeme 

(II) S, =/?,, S, =z/7„ ..., Sn=Pn 

se fait de la maniere suivante : 

Le systeme (II) est delermine puisque chaque element x^.x^, • .,^n 
verifie la relation ¥(x) = o ; s'il admet une solution x^,x^, . . . , x„, la 
symetrie des premiers membres montre qu'il en aura au moinsn!, 
obtenues en permutant les x d'une maniere quelconque. II ne pourra 
en avoir plus, puisque le degre de la resolvante ne peut surpasser le 
produit des degres des equations du systeme. 

Le produit 
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etendu a toutes les permutations r^.r^, . . . , r^ des en tiers i, 2, . . . , w 
est une fonction symetrique des x. On sail done Vexprimer et d'une 
seide maniere a I* aide rfc S< , Sjj, . . . , S^. 

Soit R(5, S, , Sa, . . . , S;,) le resultat obtenu ; Tidentite de Taylor 

nous montre, en remplagant z par u^x^ h- 112X2 -+-. . .-I- u^x^t, auquel 
cas on a identiquement 

R(5, Sj, S„ . . . , S„) ■=: O, 

que la relation 

est une consequence necessaire des relations 

(II) Sit=/7„ S, =/?„ ..., Sn~Pa 

et une combinaison lineaire de ces equations. Cest done la resohanle 
generate du sy Sterne (II) ; elle renferme s quels que soient les coeffi- 
cients /?^, /?2, . . ., Pn' 

Lc polynome R(:?, /?i, /?a» "-^Pn) est, d'ailleurs, sans diviseurs 
multiples lorsque les u sont indetermines. 

Donnons aux u des determinations telles que cette derniere pro- 
priete subsiste; on pent aiRrmer qu'il existe un element au moins, ^, 
qui verifie la relation 

car toutes les consequences de celte hypothese se ramenent a la rela- 
tion 

9 designant un diviseur rationnel irreductible de R. Les formules 

f,DrR(?:,/>)4-D.,R(C,p)=o (/ = i,2, ...,n) 

donnent alors Texpression de n elements ^f, ^3, ..., ^^ quu mis a la 
place des a?, verifient les relations (11). 

L'existence des n racines de toute equation algebrique irreductible 

de degre /i, 

F(^) = o, 
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a coefficients rationnels, est done etablie. On en conclut immediate- 
ment I'existence des racines de toute Equation a coefficients ration- 
nels. 

10. Les remarques precedentes donnent tout ce qu'il y a d'essen- 
tiel dans la theorie des nombres algebriques : 

Si la resolvante R(5,/?<,/?2, ...,^„) = o est irreductible, il en est 
de meme du systeme (II). On ne pent ajouter aux Equations (II) que 
des relations rationnellesquien sont des consequences necessaires ct, 
par consequent, distinguer les elements a?i, ^r^, . . ., a?,, de ceux qu'on 
en deduit par une permutation quelconque. L'equation ¥(x) — o est 
generale. 

Si la resolvante R(s,;?,, ;?j, ...,/>„)= o est reductible, le sys- 
teme (II) so decompose en plusieurs systemes irreductibles. On passe 
de Tun a I'autre par une permutation des x et, par consequent, les 
divers facteurs de la resolvante sont de meme degre. Les relations qui 
forment Tun de ces systemes demeurent invariables pour certains 
echanges des x entre eux, qui forment necessairement un groupe, 
c'est-a-dire que la succession de deux echanges possedant cette pro- 
priete equivaut a un seul echange possedant la m6me propriete. Le 
nombre des echanges possibles, c'est-a-dire des substitutions du 
groupe, est le degre du facteur irreductible de la resolvante. 

A toute equation F(^) = speciale correspond done un groupe de 
substitutions G de n lettres, nomme groupe de rationalite, definissant 
I'arbitraire qui subsiste toujours dans la definition des racines a I'aide 
des relations rationnelles qu'elles verifient. Ce groupe n'est determine 
qu'a une permutation pres des lettres x^^ x^, .. ,, Xj^. Toutes les fonc- 
tions rationnelles des x^ invariables par les substitutions de ce groupe, 
sont des nombres rationnels, ct reciproquement. 

Une etude de la structure du groupe G, c'est-a-dire de la maniere 
dont les differentes permutations 

qui appartiennent a ce groupe, s'echangent entre elles lorsqu'on 
effectue sur les x Tune de ces permutations, permet de ramener tout 



ESSAI SUR UNE TIIEORIE GEN^RALE DE L'iNTfeGRATION, ETC. 273 

groupe de substitutions a une forme canonique : decomposition nor- 
male d'un groupe enfacteurs, oil les facteurs seuls sont determines. II 
en resulte une solution du probleme qui consistc a parvenir a une 
definition precise des racines d'une equation en faisant intervenir 
d'autres nombres algebriques bien determines, c*est-a-dire de la reso- 
fuiion algebnque. On demontre que les nombres algebriques qui con- 
duisent a Tune de ces solutions peuvent toujours etre choisis parmi 
les fonctions rationnclles des racines. 

Enfin tous les nombres algebriques sont des fonctions rationnclles 
de certains d'entre eux, les nombres algebriques normaux, racines 
des equations donttoutes les racines sont les fonctions rationnelles de 
Tune d'elles. 



11. Tous les resultats precedents s'etendent, mutatis mutandis, aux 
fonctions algebriques d'une ou de plusieurs variables. On est conduit a 
ces elements en observant que la relation 

(l) F(^, a^l, .Tj, ...,a?„)mo, 

oil F est un polynome a coefficients rationnels, irreductible meme apres 
Tadjonction do nombres algebriques convenables, ou de fonctions alge- 
briques de molns de n variables, ne pent etre verifiee en mettant a la 
place de :; une fonction rationnellc dea?^, x<^, ..., x^. 

Si Ton cherche, dans I'ensemble Aqs> fonctions arbitraires des n va- 
riables x^, X2, . . , ^„ (c'est-a-dire dans Tenscmble des elements qui 
possedent entre eux, et avec les fonctions rationnelles de ces variables, 
les deux modes de composition, addition et multiplication, dont nous 
avons mis en evidence les proprietes generales) des elements qui peu- 
vent verifier la relation (i), on trouve, en operant comme nous Tavons 
fait plus haut pour les nombres algebriques, qu'il en existe p distincts 
5^, ^2, .. ,, Zp, lorsque p est le degre en z du polynome F : ce sont les 
fonctions algebriques de x^, , , .^ x^, 

Les systemcs d'equations a considerer doivent avoir une resolvante 
generale de la forme 

R(Z, a:,, ^,, . . ., ^;,)z=:o, 
jinn, de V Ac. Normaie. 3* Serie. Tomo XV. — Jcillet 1898. 35 
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sinon les fonctions ne dependraient pas des n variables. La notion de 
rirreductibilite subsiste sous la memo forme. 

Les elements z^, z.^, , . . , ^^ ne sont jamais definis, par les relations 
rationnelles qu'ils verifient, qu'a certaines permutations pres formant 
un groupe G, qui est le groiipe de rationalite de Tequation (i). 

On pent aussi indiquer une marche canonique, basee sur la decom- 
position du groupe G en facteurs, pour parvenir aux elements js,, 
^2t ..., :?p, en faisant intervenir des fonctions algebriques bien deter- 
minees. 

Ces questions n'ont d'ailleurs jamais ete traitees d'une maniere 
complete et meriteraient une etude approfondie que nous ne pou- 
vons faire en quelques pages. 

Nous avons seulement voulu indiquer ici les methodes gene rales qui per- 
mettent, en Algebre, d*introduire dans le raisonnement des elements nou- 
veaux et de fixer leurs propriitesy afin de mettre en dndence la parfaite 
analogie quelles presentent entre elles et avec celles qui nous serviront tout 
a Vheure en Analyse. 

12. II convient cependant d'insister, avant de passer a un autre 
ordre d'idees, sur deux circonstances dont nous retrouverons plus 
tard les analogues. 

Lorsqu'on etudie les fonctions algebriques de n variables et leur 
calcul, toutes les divisions par des fonctions de ces variables qui ne 
sont pas identiquement nulles sont des operations possibles. II n'en 
est pas de meme quand on considere les correspondances etablies par 
ces elements entre des nombres algebriques ou des fonctions alge- 
briques de moins de n variables, correspondances qu'on obtient en 
fixant dans le systeme des nombres algebriques les determinations 
d'une ou de plusieurs variables. L'examen de ces divisions amene a 
considerer des domaines singuliers, definis par des fonctions alge- 
briques de moins de n variables, qui jouent un tres grand role 
dans I'etude des correspondances dont nous parlous. Tels sont, en 
particulier, les domaines obtenus en egalant a zero les divers divi- 
seurs du discriminant de I'equation qui definit les fonctions alge- 
briques elles-memes. Les divisions par zero sont d'ailleurs les seules 
operations impossibles, c'est-a-dire les seules a examiner. 
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Dans les theories esquissees nous avons constamment distingue, 
parmi les /i -+- 1 variables 5, a?,, ...,Xn qui verifient une relation alge- 
brique 

Tune d'entre elles z, rcgardee comme une fonction des autres. Suppo- 
sons que Ton passe des elements s, x aux elements :;', x' par des rela- 
tions 

Xi ^m ^i\ *^ 19 *^f » • • • > ^n ) \' ~~" '> -^J • • • > '^ j> 

oil Z et les X sont des fonctions rationnelles de leurs arguments, qui 
permettent, en se servant ou non do la relation (i), d'exprimer js' et 
les x' par des formules analogues; les proprietes essentielles de la fonc- 
tion z des X et celles de la fonction z' des x' seront evidemment les 
memes. 

Un autre point de vue consiste a regarder dans une relation alge- 
brique tous les elements comme jouant le meme role, Tattention etant 
portee non plus sur les elements qui la verifient, mais sur la relation 
elle-meme ou sur son premier membre. II est clair qu'alors deux rela- 
tions 

telles que Ton puisse passer de Tune a Tautre par des transformations 

/ =R,(^,y)), TO = ri(^,7), 

oil les R et les r sont rationnels, ne possederont pas de proprietes 
essentielles distinctes. 

Ceci dit pour faire observer que, avec le point de vue, changent 
aussi les proprietes essentielles des elements que Ton considere. 
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CHAPITRE II. 

LES SYSTfeMES COxMPLfeTEMENT INTtGRABLES ET LE PROBLfiME 

DE VIlSTtlGRATION LOGIQUE. 



I. — Diff^rentielles et d^riv^es des polynomes. 

Fonctions d^rivables. 

1. Soiento? une variable, 7 une fonction de x definie par Tidentite 

oh f{x) representc un polynome a coefficients rationnels (*); desl- 
gnons par dx une nouvellc variable, independante de a?, et formons le 
developpement de/(x -h dx) suivant les puissances croissantes de dx 

f(^x + dx) ^f{x) 4- ^f\x) 4- ^r{x) -4- . . . ; 

nous definirons une fonction de x et de dx que nous representerons 
par dy en 6crivant Tidentite 

dy=f{x)dx. 

La variable dx s'appellera differenlielle de Xy la fonction dy s'appel- 
\QV2i differentielle de y; dy represente, par consequent, Tensemblc des 
termes du premier degre en dx dans le developpement de/(x 4- dx). 

La fonction y de x definie par I'identite 

dy ^y dxz=i o, 
c'est-Ji-dire 

y'=n^). 

sera dite derwee premiere ou simplement derwee de la fonction 7. 

(1) Dans tout ce qui suit, a moins d'indicalion expresso du conlrairc, nous appcllcrons 
rationnels des 616ment8 qui appartiennent a un domaine naturel pouvant renfermer des 
variables, ind6pendantes do colics sur Icsquellcs nous raisonnerons cxplicilemenl. 
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Repetons avec la fonction y' cc que nous venons de faire avec y, 
c'est-k-dire formons 

flic 

f\x -4- dx) ^f\x) -h ^f\^) ^- • • . 

et posons 

dy' sera la differentielle de j' et la fonction y\ definic par I'idcntite 

dy' — y" dx = o, 

sera la derivee premiere de y* ou la cUrivie seconde dey. On definira 
de meme dy", dy'\ . . . ety, y^, 

La theorie des fonctions algebriques a pu montrer dejji Tinteret qui 
s'attache a la consideration des elements j', j", ...; nous voulons 
seulement mettre en evidence une propriete essentielle du calcul de 
ces elements. 

Les relations de definition 

y=/{x), y=f'{x), y=r(x), ... 

permettent de former en nombre illimite des identites 

dont le premier membre est un polynome; « I'on remplace dans 
rune quelconque de ces identites x par x + dxy y par y -{- dy, y par 
y -I- dy\ . . . , r ensemble des termes qui sont, dans le premier membre, 
du premier degre par rapport aux differentielles, est identiquement nul. 
Les relations 

7=/(^), /=/'(^), y"=n^)> ..., 

dont Tidentite consideree est une simple combinaison lineaire, traitees 
par le precede indique, conduisent, en effet, aux relations 

dy^.f\x) dx, dy-f\x)dx, df=f\x)dx, 

qui sont des identites d'apres la definition des differentielles. 

Nous ajouterons que, si, dans la relation differentielle ainsi obtenue, 
on remplace les differentielles dy, dy', dy", . . . par les expressions cor- 
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respondtMites ydx,ydx,y"(lx, ..., on obtiendra une identite 

qui renfermera necessairemeniy^ lorsquey*"*^ est la derivec d'ordre 
le plus eleve qui figure dans 9. 

2. Tout ce que nous venons de dire pent, avec d'evidentes modifi- 
cations, etre repete dans le cas de plusieurs variables. 

Considerons, pour fixer les idees, une fonction z de deux variables 
seulement x ety definie par I'identite 

dont le second membre est un polynome a coefficients rationnels. 

Nous designerons par dx et dy deux nouvelles variables indepen- 
dantes, ct nous definirons une fonction dz de x^ y, dx, dy en prenant 
dans le developpement de /{x -h dx,y -\- dy) Tensemble des termes 
du premier degre en dx eldy 

Nous posons d'autre part Tidentite 

dz T^ dx ^dv ^=- o, 

dx Oy -^ 

et nous aurons defini ainsi deux derivees premieres de la fonction z: 
Tune, representee par le signe ^> sera dite derivee de z relative a x, 

Tautre ^ derivee relative ay. 



Les deux identites 

dz ^ dz 

di ~'''' dy 



permettront de meme d'associer a ^^ et -r^ deux fonctions d-^ ei d-^ 

^ dx dy dx dy 

definies par les relations 



dz 
d-^=f^xdx-\-f^ydy. 
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et par suite de definir pour chacune des expressions j^^j- deux 
derivees premieres a Taide des identites 

dx djc\dx) <^y\<^^) ' 

dy dx\dy) ^ df\0yj •^ — ^• 

Nous remarquerons immediatement que les polynomesy^^ ^i/yx 
sont identiques; il en resulte done 



dx 



\dy)-dy\dxj' 



et trois derivees secondes seulement sont distinctes. On les represente 

1 . d^z d^z d^z 

parlessignes^,^^,^. 

II est clair qu'en continuant de la sorte nous definirons d'une seule 
maniere les derivees de z d'un ordre quelconque (*); nous consta- 
terons en particulier que (/i -+- 1) derivees d'ordre n seulement sont 
distinctes et nous les representerons par 

d'^z d"z d'^z 

dx^*' dx'^^^dy dy** 

On verrait aisement qu'il n'existe pas d'autres relations entre les 
derivees d'un polynome de degre quelconque, que celles qui resultent 
de la remarque precedente. 

Le calcul des fonctions entieres de cc, y, z et des derivees suc- 
cessives de z jusqu'a un ordre determine possede encore la propriete 
que nous avons signalee dans le cas d'une seule variable. Si dans une 
relation 

/ dz d^'zX 

dont le premier membre est un polynome et que Ton suppose verifiee 

(*) Lorsquo z est un polynome d*ordre m, los d^riv^os d'ordre sup6rieur a m sont 
toutcs nulles, mais commo nous nous proposons dc donncr des definitions applicables h 
tout polynome quel que soit son degr6, nous devons regarder ce fait comme un simple 
accident. 
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par les elements precedemment definis (*), on remplace respecti- 
vementa:, 7, -» ^' • • ' ^J;^ par a; -♦- dx,y ^dy,z-h dz, ^ 4- d-^y - - -, 

'A~k +^7^' rensemblc des termes qui sont du premier degre par 

rapport aux differentielles est identiquement nul. 
On a, par consequent, 

et si Ton substitue aux difTerentieUes leur expression a I'aide de dx 
et dy, on po.urra en conclure, puisque dx et dy sont deux variables 
independantes, deux relations aux derivees 

dz d^z d''-^^z 

dz d'z d^'^^z 

Ox dyn 

qui seront des consequences necessaires de la relation 9 = 0. Ajoutons 
que ces relations renferment necessairement des derivees d'ordre 
{n-\- i) lorsque les derivees qui sont dans 9 de I'ordre le plus eleve 
sont d'ordre n. 

3. Un examen attentif des resultats qui precedent montre qu'on 
pent les obtenir en faisant siraplement les hypotheses suivantes : 

1° i4 tout element w, pris dans le systeme des polynomes a une ou plu- 

sieurs variables, est associe un element du^ sa differentielle, tel que ran 

ait identiquement 

d{u -\- v) ^^ du -\- dvy 

d{ u v) =1 u d\f -{- r du ; 

2" La differentielle d'une const ante est nulle; 

3** Les differentielles des variables independantes sont de nouvelles 
variables independantes. 



(') C'esl-i-dire qu'en rcmplaganl dans le polynomc^p ces 616mcnts par leur expression 
en X et J, on oblient un polynome identiquement nul. 
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Ces hypotheses permettent en effet de former I'expression qui donne 
la differentielle dz d'un polynome a n variables x^, x^, .... x^, 

oil les «/ sont des polynomes dependant de toutes les variables x^^ 
iCa,..,, Xj^ ou de quelques-unes d'entre elles seulement, mais dont 
aucun n'est nul. Ces coefficients seront, par definition, les derivees pre- 
mieres du polynome z ; ils ne dependent pas des dxi. 

On parviendra de meme aux derivees d'ordre superieur. 

Les relations qui lient les derivees d'ordre n d'un polynome, rela- 
tions signalees plus haut dans le cas de deux variables, expriment 
simplement que les derivations relatives a des variables independantes 
sont echangeables, 

Enfin toute relation 

bx dxx -h 6j dx^ -H . .4- bndXf^ = o 

oil les X sont des variables independantes entraine necessairement 

^1 n: 6, = . . . = 6;, = O. 

4. Ces observations vont nous permettre de donner d'une manicre 
precise la definition des elements generaux dont nous allons mainte- 
nant nous occuper : les fonctions derivables d^une et de plusieurs va- 
riables. Nous designerons ainsi tous les elements qui satisfont aux con- 
ditions suivantes : 

i"^ Ils se composent entre eux et avec les polynomes a coefficients 
rationnels suivant deux modes distincts qui possedent les proprietes 
generales de Taddition et de la multiplication de ces polynomes : pro- 
prietes qui ont servi a definir les variables. 

2*^ A chacun d'eux u, pent etre associe un element du, qu'on appelle 
sa differentielle y de telle sorte que Ton ait 

d{u -^ v)^^ du -\- dv', 
d{uv) z:z u d{f -{- {f dit , 

La differentielle d'une constante est nulle. 

Les differentielles des variables independantes sont de nouvelles 
variables independantes. 

jinn, de I'Ec. No^male. I* Serie. Tome XV. — Aoot 1898. 36 
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3° Lorsque :; designe une fonction derivable des /i variables x^, 
cc,,, . . ., oCf^, on a idenliquemeiit 

el auciin des coefficients a,, a.^, ..., a,^ n'est egal a zero. 

Ces coefficients a^ sont appeles derivees premieres de la fonction z et 
representes par les expressions 

dz ()z dz 

ce sont encore des fonctions derivables des seals elements jc, , ^2» • • •» ^n* 
4*" Nous exigeons enfin que les denizations relatives a des variables 

independantes soient echangeables. 

d^z d^z 

On a, par exemple, ^ — f— = -^ — f— et toutes les idcntites ana- 

logues. 

Toutes ces conditions etant satisfaites par les polynomes a une ou 
plusieurs variables ne sont point contradictoires en elles-memes. Nous 
aliens montrer qu'il existe effectivement d*autres fonctions derivables 
que les polynomes et, pour commencer, nous etablirons que les fonc- 
tions rationnelles et les fonctions algebriques sont derivables. 

5. Prenons, pour fixer les idees, la fonction rationnelle de deux va- 
riables X et J definie par Tidentite 

Ac -h B — o, 

dans laquelle A et B sont des polynomes sans diviseur commun. On 
en pourra conclure 

Ag^;; -h 2 c^A 4- ^B := o, 

ce qui definit la difTerentielle dz; comme, d'autre part, 

dXz:^ -4- dx -^ ^ dvj 
dx Oy ^ 

„. dB . dn . 

dx dy ^ 

, dz J dz 
dz =: -T— dx H — r- dy, 
dx dy ^ 



n 
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les deux equations 

d.T " dx dx 

, dz dk dB 

dy dy dy 

determineront -y- et ^ • II n'est pas inutile de faire remarquer qu'elles 

sont toujours resolubles en -^ et j^> puisque le coefficient de ccs ele- 

ments est A. 

En appliquant aux deux equations precedentes la meme methode, 
on obtiendra trois derivees distinctes du second ordre par des equa- 
tions du premier degre toujours resolubles, et ainsi de suite, chaque 
derivee etant donnee par une seule equation. CeJa suffitailahlir que la 
fonction z est ddris^able. 

Le systeme forme par ces equations est irreductible, puisque cha- 
cune d'elles renferme au premier degre un element qui ne figure pas 
dans les precedentes; toute relation rationnelle entre z et ses derivees 
compatible avec ces equations en est done une simple combinaison 
lineaire. On voitalors directement que cette relation <p = o entraine 
necessairement rf(p = o et la propriete du calcul des derivees d'un po- 
lynome, que nous avons etablie au debut de ceChapitre, subsiste sous 
la meme forme pour les derivees d'une fraction rationnelle. 

Passons aux fonctions algebriques et considerons, pour simplifier 
Tecriture, une fonction j de la seule variable x definie par la relation 
irreductible 

Nous pouvons conclure de cette relation 



-f- dx -\- -f- dv = o, 
dx ()y - 



df 



le polynome -t- n'etant pas nul; la derivee premiere y est done de 
finie d'une maniere unique par Tequation 

dx '^ dy 
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Olle-ci donnera de meme 



<^'f 



dx -^ - •- dr -+- , ;; y' dx -^ -r-4 X dv -h -r- dv — o. 



<y^* c^xc^r * dxdy* dy"*- " dy 

cesUk'dire^ en tenant compte des expressions de </r, dy\ 

dx^ dxdr dr^ dy^ 

etdeterminey d'une mauiere unique, etc- 

l>a fonction algebrique r de x est done derivable. 

Comine dans le casd'une fooction rationnelle, le systeme des equa- 
tions obtenues est irreductible et toute equation entre ^O'^fVy" 

compatible avee les precedentes est une combinaison lineaire de ces 
dernieres. 

On pent ajouter qu'aucune des derivees aiosi definies n'est egale a 
zero. 

Nous avons suppose que la relation/(x, v) = o, qui definit j, est 
irreductible; le cas general se ramene a ceiui-la en observant que, si 
Ton a 

f{x,Y)^f({x,y)h{x,y), 

on en peutconclure 

df :=L fi dh ->r h dg 

d'oii il resulte que le systeme 

/= o, df—o 

se decompose en deux systemes 

g -rz O, dg :rr <> el h z=z O^ dh =z O. 

Les mt'mes remarques s'etendraient aux fonctions algebriques de 
plusieurs variables. 

(i. I/existence de fonctions derivables autres que les polynomes 
itiikiii etablie, nous allons presenter a leur sujet quelques observations 
inimediates, niais d'une grande importance. 

si I* on a 

b^dx^ 4- h^dxf -h . . . -h bndxn -= o, 
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les X etant des variables independantes, on a aussi 

b^-=. bi'=:. ,.,:=. bn'=- O. 

Si I'on a 

et si 6,, par exemple, nest pas nul, a?, est une fo notion des Elements 
x^, . . . , Xn ou de quelqueS'Uns d'entre eux, 

Soient 5,, Sj, ..., s^ des fonctions de n variables independantes, 
ou de quelques-unes d'entre elles; nous avons les identites 

f OZ* UZ* - oz* , 

dzm = -T — dx* -h -T — dx^ -f- . . . 4- -^^ — dxn , 

OXx OXi OXn 



nous dirons que les fonctions 5,, Zj* •••» ^p ^^^^ independantes, s'll 
nexiste aucune identite de la forme 

OIL les coefficients X, , Xj, . . . , X^ Aie sont pas tous nuls. 

Les determinants d'ordre p formes avec les coefficients des dx ne 
sont done pas tous nuls et Ton pent resoudre les relations precedentes 
par rapport a/? des differentielles dx. 

11 ne peut exister entre les elements independants z,, Sj, .. , ^^ 
aucune relation 

car on en pourrait deduire, la fonction /etant supposee derivable, 

az^ oZf azp 

les coefficients ~j • • • > v^ n'etant pas tous nuls. 

azy^ azp ^ 

Nous venons de voir que, reciproquement, toute relation identique 

"k^dzi 4-. . .-h 'kpdzp-=^ o, 
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oil les X ne sont pas tous nuls, exige que Tun des elements z^, z^, . .., 
:?^soit fonction des autres ou de quelques-uns d'entre eux. 11 en resul- 
tera qu'on pent definir V independance de p fonctions 5,, 5,, ..., Zp 
des n variables x^, x^, . . . , ar„ en disant qu'il n'existe aucune relation 
de la forme 

entre ces fonctions, oil /est one fonction derivable quelconque des 
arguments s,, z^, ..., Zp. 

11 n'existe pas plus de n fonctions independantes de n variables 
a?,, a?2, ...» ^n. Si z,, Z2, . . . , ^^ designent de telles fonctions, les dx 
peuvent s'exprimer lineairement a Taidederfs,, dz^, .,.,dz,^; on en 
pent done conclure que les x sont des fonctions des elements z, , 

■^2 ' ...» '*'n' 

Les identites 

dxi = -5— as, H- ... 4- 3 — av;, (£ = 1,2, ...,«) 
uZi aZff 

permettront d'obtenir Jes derivees -^r a Taide des derivees premieres 

des z par rapport aux x, par des equations du premier degre toujours 
resolubles. 

Ces derivees ^ sont elles-memes des fonctions de 5,, z^, ..., 5,,, 

dont on obtiendra aisement les derivees -. — ^ a Taide des derivees 

premieres et secondes des 5 par rapport aux a?. Les equations a resoudre 
seront toujours du premier degre et resolubles; etc. 

7. Nous venons de voir quels sont les principes qui permettent de 
definir lesdifTerentielles et les derivees des fonctions de plusieurs va- 
riables. II resulte immediatement des definitions donnees, qu'il est 
possible de considerer plusieurs systemesde differentielles en prenant 
pour dx^, dx2, ..., dx^ plusieurs systemes de variables nouvelles. 
Soient Sa?,, ^x^, . .., ^x^ les elements d'un nouveau systeme; on aura 
evidemment si z designe une fonction quelconque des x 



•^ 
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et, si nous rappelons que les derwdes de z sont des fonclions des seuk 
elements x^^ x^^ . . , , x^ lorsque les dx sont des variables arbitraires, on 
en pourra conclurc 

dz dz __ dz 

rt, — — J rtj — -; y •••> Clfi — : 



dxx dXi da: ft 

En (I'autres termes, lesderivees ne dependent pas dusysteme de diffe- 
rentielles considere. Ceci s*etend manifestement aux derivees (rordrc 
superieur. 

On considere parfois aussi simultandment plusieurs systemes de dif- 
ferentielles relatifs aux memes variables independantes. 

Supposons qu'ayant defini un premier systeme par les elements dx^ , 
dx^^ . . . , rfj7„, on en forme un second en considerant x^y x^, . . . , ^«, 
rfa?,, dx^, ...» fl&r„, comme les variables independantes. On devra 
regarder les differentielles 8^,, S^Ta, . . . , ^Xj^, odx^, Sdx^, . . . , Sdx^ 
comme de nouvelles variables independantes et appliquer les regies 
donnees plus haut. 

On aura, par exemple, 

dz 



dz = ^ -r-— <5j^i 



d^z ^ , ^ dz 



(£, A, /: = I, 2, . . . , n). 



^ ^-^ =2 d^Tsk ^^' '^"'^ ^2 5i: ^ ^^'' 



Parmi les systemes obtenus de cette manierc, Tun des plus impor- 
tants est celui ou Ton suppose SiC/= dx^; on aura alors, en employant 
le signe d pour les deux systemes de differentielles, 

d dz^=y^ -T ^ — dxi dxic -\- 7 -r— d dx^ 

L'expression ddxf^ est une nouvelle variable, independante des x et 
des dx\ on la represente par d'^Xk et on la nomme differentielle 
seconde. 

Enfin on pent, dans le cas oil les x sont des variables indepen- 
dantes, supposer, pour definir le second systeme de differentielles, les 
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elements dx\, r/r^, . . . , dx,^ constants; on aura alors 

d dxi = o 

et, par consequent, 

^dz^^y -T '^ — ^Xi dxfc (i, k z=ii,2, . . . , /i ). 

^mi dXi OXk 

L'expression ^dz est alors identique a celle qu'on obtiendrait 
pour rfSz, en supposant les So?, constants. 

Dans le cas particulier oil les S^r, sont identiques aux dxi, on a sim- 
plement 

d} Z:=.^^ -z ^ dXi dXk^ 

^■^ uXi OXfg 

et Ton obtiendrait aisement des formules analogues representant d^z, 

CL Z f • • • • 

II. — Systdmes compldtement intdgrables. 
8. L'impossibilite de verifier une relation algebrique entiere 

(0 /(^»r) — o, 

donnee arbitrairement, en mettant a la place de j' une fonction ration- 
nelle de x, nous a conduits a etudier directement les elements y qui 
possedent les proprietes generalesde composition des elements ration- 
nels et peuvent satisfaire a la relation (i). Nous sommes ainsi parve- 
nus a definir les fonctions algebriques d'une variable et a fixer, dans 
la mesure oil il est determine, le calcul de ces elements. C'est en trai- 
tant par la meme methode un probleme analogue que nous allons par- 
venir aux elements qui font Tobjet essentiel de cette etude el que 
nous appelons fonctions derwables a definition algebrique. 

Les definitions donnees pour les derivees et les difierentielles nous 
permettent aisement de former des relations entieres liant une fonc- 
tion algebrique donnee a ses derivees des difierents ordres. Peut-on 
inversement choisir arbitrairement Tune de ces relations, a condition 
de laisser la fonction algebrique a determiner? II est facile de voir 
qu'il n'en est rien. 
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Si I'on ecrit arbitrairement une relation algebrique entiere 

9(^*y>ff ...) = o, 

il n'existe aucune fonction algebrique y tie la variable ic, liee a ses 
derivees y\ y\ . . . par cette relation. 

Un exemple simple de cette circonstance est donne par la relation 
du premier ordre :y =y. 

Admettons, en effet, un instant, que la fonction algebrique jde a?, 
definie par la relation irreductible 

verifie la relation y = j; nous pourrons en deduire une identite 
en X et y 

df df ^ 

dans laquelle c est une constante a determiner. Or, si Ton pose 

f{^^ y) — A J" -h A, y«-* 4- . . . -h A„, 
ridenlite (i) donnera, en egalant les coefficients de j", 

dK . . 

ce qui exige, puisque A est un polynome, 

€■=. n el A := const. 
On aura ensuite, en egalant les coefficients de y', 

■^ 4-(/i — i)A,— /iA„ 

d'oii Ton conclut cette fois, 

Ai=o; 

on aurait de memo 

Aj^=: A3 ==:... =: A/»= O. 

Le polynome /(a?, j) se reduirait done ay, ce qui elablit la propo- 
sition annoncee. 

Ann, de Vt.c, Kormale, 3« Serie. Tome XV, — Aout 1898. 87 
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9. Considcrons alors unc relation algebrique entiere 

qui n'est satisfaite par aucune fonction algebrique de x; peut-on 
trouver, dans V ensemble des fonclions derivables de x, des elements qui 
la vcrifient?Quelles seront leurs proprietes? 

Nous pouvons, des a present, repondre affirmativement a la pre- 
miere question; il suffira pour cela de montrer que les consequences 
de la relation (1), oil Ton suppose y derivable, ne sonl pas contradic- 
toires en elles-memes. La seconde question est beaucoup plus deli- 
cate; ce n'est que dans le Chapitre suivant qu'elle sera traitee et 
qu'on donnera, pour les fonctions considerees, des proprietes carac- 
lensliques. 

Examinons, par exemple, le cas simple, signale plus haut, oii la 
relation donnee est y = y. 

On pent conclure de cette relation, en supposant la fonction y deri- 
vable, toutes les identites 

et celles-la seulement. Une fonction derivable qui les verifie ne pent 
satisfaire a aucune relation algebrique entiere 

/{^,y,yy ...) = o, 

non consequence des precedentes, car cette relation pourrait s'ecrire 

/(^»/»7» ...) = o, 

et nous avons vu que j ne pent etre une fonction algebrique. 

Les relationsy^= J qui determinent toutes les derivees de la fonc- 
tion j, definissent done une fonction derivable de x; on la nomme 
fonction exponentielle. 

La forme particuliere de la relation y =^y nous permet d'ajouter 
une observation : si z designe une autre fonction derivable verifiant la 
relation z' = 5, on pourra conclure de la 

yz — z'y — o 

et, par suite, 

oil c designe une conslante arbitraire. 



"\ 
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Toutes les fonctions qui verifient la relation y=j s'obtiennent 
done en multipliant Tune d'elles par une constante arbitraire; les 
relationsy^ = J ne permettent pas de les distinguer Tune de Tautre. 
Nous verrons plus loin de nombreux exemples d'une indetermination 
analogue et nous mettrons en evidence le role qu'elle joue dans Tetude 
des fonctions correspondantes. 

Considerons maintenant une relation algebrique entiere 

quelconque, qui n'est satisfaite paraucune fonction algebrique de a?. 
En supposant que j represente une fonction derivable, on pourra en 
deduire une suite bien determinee de relations 

^-^ ••• +5y/ -«' 
J 

qui definironty,y% . . . par des equations du premier degre toujours 
resolubles, a Taide des elements x^y^y'; ce sont d'ailleurs les seules 
consequences de nos hypotheses. 

Cela sufBt pour etablir qu'il existe au moins une fonction derivable 
satisfaisant a la relation 

et il est clair que les memes conclusions s'etendent a fortiori a une 
relation 

qui renfermerait des derivees d'ordre superieur. 

Les fonctions y dont nous venons d'etablir Texistence sont dites 
fonctions de la variable x^ a definition algebrique, D'une maniere gene- 
rale, nous designeronssousle nom de fonctions a definition algebrique ^ 
les fonctions derivables d'une ou de plusieurs variables, qui sont liees 
a leurs derivees et aux variables par des relations entieres. Les equa- 
tions qui lient plusieurs de ces fonctions sont alors en nombre suffi- 
sant pour qu*aucune d'elles ne puisse etre choisie arbitrairement. Les 
systemes qui possedent cette propri^te scront dits a solutions determi- 
nees; on vcrra plus tard comment on les distingue des autres. 
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10. Nous avons vu qu'une relation entiere entre les elements a?, j, 
y, ... est toujours verifiee par au mains une fonction derivable y de 
la variable a:; il s'en faut qu'il soit toujours aussi simple de reconnaitrc 
Texistence de fonctions derivables verifiant des relations entieres 
donnees, en particulier quand ces relations renferment a la fois plu- 
sieurs fonctions et leurs derivees. Neanmoins, onpeul toujoursy parun 
nombre limitd d' operations, fixe a favance, decider s'il existe ou non des 
fonctions derii^ables qui verifient des relations entieres donnees. 

Cest la une des consequences d'une tres remarquable proposition (*) 
qui pout s'enoncer de la maniere suivante : 

Soient j^ , . . ., 5^ des fonctions derivables des n variables a?, , . . . , o?^, 
qui sont Uees a leurs derivees et aux variables par des relations algebriques 
entieres; il existe un ordrefini de derivation P tel que toutes les equations 
distinctes dordre (P -f-Q) sobtiennent en derivant simplement jusqua 
cet ordre les equations d'ordre egald P. 

Nous indiquons seulement ici les grandes lignes de la demonstra- 
tion que nous avons exposee dans un autre travail (^). 

On ramene d'abord le cas de plusieurs fonctions 2,, ..., Zp au cas 
d'une seule fonction. Nous posons pour cela 

les u designant de nouvelles variables independantes; il en resulte 

dl 

et les equations donnees oil figuraient z,, . . ., s^ se changent en rela- 
tions oil ne figurent plus que les derivees de Z. II suffit d'ajouter les 
equations 

= 0, 



duidu/e 



(*) Celte proposition a 6t^, sous une forme 16g&remenl diff^rente, donn^e el d^monlr^e 
pour la premifere fois par M. Trosse, Sur les iiwariants diff^rentiels des groupes continus 
de transformations {Acta mathematica, t. XVIII). 

(*) Sur les sjrstdmes dijferentiels les plus g^n^raux et le prohleme de Cauchy {Annates 
de l'£cole Normale supirieure, 1898), Cf. aussi Compies rendus (26 oclobro 1897). 
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en nombre ^^"^'^ pour exprimer que Z est lineaire par rapport aux 

variables w. 

A toutc fonction Z qui verifie les equations ainsi obtenues corres- 
pond, si Z n'est pas une fonction des u seuls, un systeme de fonctions 
5,, . . ., 5^ qui verifient les equations initiales et reciproquement. 

11 suffira, par consequent, d'etablir la proposition de M. Tresse pour 
une seule fonction z des variables a:,, . . ., ^^ (*). 

EUe resulte alors des observations suivantes : 

Soit > ^ ^J" — j-^ une derivee d'ordre /? de 5; nous lui attribue- 

rons le poids a, g^~* 4- aag^"^ -4- ... 4- a;,_, g -f- a^,, ou g est un enlier 
positif tres grand, et nous rangerons les derivees d'ordre p de fagon 
que leurs poids aillenten decroissant. 

Si un systeme d'equations d'ordre/? est resoluble par rapport a ^de- 
rivees d'ordre/?, il est resoluble par rapport aux k premieres. 

Soit a,g^"* 4" aag""^-!-. ..-f- a^^.i^-f- ^^ le poids de la ^*^"* derivee 
d'ordre p\ le systeme qu'on deduit du precedent par une derivation 
est resoluble par rapport a toutes les derivees dont le poids surpasse 

En ajoutant un nombre fini et assignable d'equations nouvelles 
d'ordre superieur a /?, on obtient un systeme resoluble par rapport a 
toutes les derivees d'un certain ordre/? -H/?'. U est manifeste qu'alors 
le systeme ne pent plus renfermer qu'un nombre limite d'equations 
nouvelles. 

Un systeme forme d'un nombre limite d'equations etant donne, des 
methodes regulieres permettront de determiner le nombre designe 
par P. Supposons que le systeme donne ne renferme pas d'equation 
d'ordre superieur a A et qu'en passant de I'ordre h a Tordre {h 4- i), 
c'est-a-dire en derivant les equations d'ordre A, quisont en nombre k^ 
on obtienne precisement autant d'equations distinctes qu'il y a de 
derivees d'ordre (A-i- i) de poids superieur a 

ai^'*~*4-ai^'*"*-+- ..-+-«„_, ^4- («/, -4-1), 

(') Lo principo de celto d^monslration est dd h M. Delassus (Of. Jnnalcs de I £cole 
Normale supdrieure, 1 896 ) . 
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oil aig^'~' 4- . . 4- a^-i g" -h a„ est le poids de la ^'^™* derivee d'ordre h ; on 
n'aura pas non plus d'equations nouvcllcs en passant de I'ordre A -4- i 

a Tordre A -f- 2, On pourra, par consequent, poser P = A. 

On sail done, en definitive, au moyen d'un nombre assignable d'ope- 
rations, reconnaitre si un systeme donne est forme d'equations com- 
patibleSy c'cst-a-dire admet une solution au moins, ou d'equations 
incompatibles . Un systeme forme d'equations compatibles et continue 
jusqu'a I'ordre P sera designe, dans la suite, sous le nom de systeme 
complelemenl integrable. 

11. Les systemes completement integrables offrent, a priori, une 
diversite considerable; on pent cependant montrer qu'ils se ramenent 
a un nombre de types assez restreint. 

Nous avons deja vu qu'on pent so borner a considcrer des systemes 
a une seule fonction inconnue; supposons pour un tei systeme 
i'ordre P fixe et soit n le nombre des variables. Prenons comme in- 
connues toutes les derivees de z qui sont d'ordre P ou d'ordre infe- 
rieur et ajoutons les conditions d'integrabilite d'ordi'e (P -f- i). 

On montre aisement qu'on obtient ainsi un systfeme completement 
integrable forme d'equations du premier ordre {^ ), mais avec un nombre 
N d'inconnues. 

Appliquons a ce systeme la transformation indiquee pourle ramener 
k une seuie inconnue, en augmentant de N le nombre des variables. 
On obtiendra un systeme d'equations du second ordre au plus, a une 
seule fonction inconnue. 

Tout systeme completement integrable se ramene done a un systeme 
du second ordre a une seule fonction inconnue. Le nombre des variables 
devient alors le premier element de classification; mais nous n'insiste- 
rons pas ici sur ce sujet, qui demanderait d'autres developpements. 



(») Nous renverrons, pour plus de details, au travail cit6 plus haul : Annalcs dcV&colc 
Normalc sup6ricuref 1898. 



■^ 
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III. — L'int^gration logique('). 

12. Considerons un systeme completement integrable S(^) forme 
d'equationsalgebriques entieres entreles variables ^,, . . .,0?;,, lafonc- 
tion z de ces variables et ses diverses derivees jusqu'a un ordre de- 
termine et proposons-nous de recbercher ce qu'il faut faire pour par- 
venir a une connaissance, aussi complele que possible, des proprietes 
des divers elements :; qui verifient Ics equations S. Nous nous atta- 
cberons particulierement ici a celles de ces proprietes qui se traduisent 
par des relations rationnelles entre les elements z et leurs derivees 
d'ordre quelconque. 

Nous appelons solution du systeme S toute fonction z dependant 
des n variables x^, x^^ ..., x,^^ ou de quelques-unes seulement d' entre 
elles qui vdrifie les equations S. 11 pent se faire que cette fonction de- 
pende de variables ou de fonctions arbitraires de moins de n elements'; 
nous ne prejugeons rien sur son etendue. 

Si nous envisageons d'abord I'ensemble des relations falionnelles 
qui lient une solution z a ses derivees et aux variables, deux cas 
peuvent se presenter : 

i"" Toutes les relations rationnelles entre z, ses derivees d'ordre 
quelconque et les variables, compatibles avecles equations?), c'est-a-dire 
formant avec ces equations un nouveau systeme completement inte- 
grable, sont des consequences necessaires des equations S. La ou les 
relations considerees s'obtiennent alors par differentiation des equa- 
tions S et combinaison lineaire des resultats. 

II est clair que, dans ce cas, les diverses solutions du systeme S ne 
peuvent etre distinguees par la seule consideration des relations ra- 



(0 Lo tcrme « int6gration logique » est adopts ici par opposition a celui d' « integra- 
tion geom^irique » quo Ton peut employer pour designer le probl^me do Cauchy. II dis- 
tingue le probl^me quo nous indiquons de tout probl^mo d'inlegration, avcc ou sans 
conditions aux limites, ou Ton ne ticnl aucun compte do la nature transcendante ddter- 
m'ui^e des solutions. 

(*) On pourra naturelleraent supposor lout do suite que le systeme S est alg6brique- 
mont irr^ductible et qu*il n'ost pas le produit de sysl^mes irr^ductibles identiques. 
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tionnelles qui lient unc quelconque d'entre elles a ses derivees et aux 
variables. Le systeme S envisage a ce point de vue est irreductible. 

1^ 11 existe des relations rationnelles entre s, les derives de z et les 
variables, compatibles avec les equations S et qui n'cn sont pas des 
consequences necessaires. On peutevidemment, pour chaque systeme 
de telles relations, supposer qu'elles forment avec les equations S un 
systeme irreductible S,, au sens que nous venons de preciser, sans 
quoi on pourrait continuer le raisonnement et ajouter de nouvelles 
relations. 

II est alors possible de distinguer, par la seule consideration des 
relations rationnelles verifiees par une solution et ses derivees, les 
solutions du systeme S, des autres solutions du systeme S. L'etude des 
solutions z du systeme S est done un probleme reductible. 

La premiere recherche aura done pour but de reconnaitrc si le sys- 
teme S, regarde comme definissant les solutions 5, est ou non reduc- 
tible. 

U faudra examiner les divers types de relations rationnelles que Ton 
pent ajouter aux equations S, de maniere a former un systeme com- 
pletement integrable. Dans certains cas, la forme meme des equa- 
tions S donnera immediatement des indications sur les types possibles 
a priori; nous en verrons des exemples plus tard. En general, on 
n'aura d'indications que sur le nombre et Tordre des equations qu'il 
est possible d'ajouter aux equations S (*); les conditions d'integra- 
bilite se traduiront par un nombre determine d'equations aux derivees 
partielles, toujours algebriques et entieres par rapport aux elements 
qu'elles renfermeront et formant un systeme completement inte- 
grable a. Ces equations a devront, si le systeme est reductible, 
admettre des solutions rationnelles ou des solutions entieres. 

11 y aura donclieu de chercher des procedes pratiques permettant de 
reconnaitre si un systeme d' equations donnk admet des solutions ration- 
nelles et de les determiner si elles existent , C'est malheureusement un pro- 
bleme que Ton ne sait resoudre que dans des cas tres particuliers : la 



(*) Nous renconlrcrons plus loin de nombreux exemples oil le nombre des types diff6- 
rcnts de ces Equations osl fini : il n'en esl pas de meme dans tous les cas : nous y revien- 
drons prochainement. 
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resolution en est assuree quand on peut fixer k Tavance un nombre 
limile d'essais, c'est-a-dire de calculs elementaires, apres lesquels on 
aura trouve les differents systemes de solutions, ou bien on pourra 
affirmer qu'il n'existe pas de solutions. Nous aurons plus loin a revenir 
sur ce sujet. 

IS.xSupposons la question precedente resolue; admettons, par con- 
sequent, que Ton ait forme un systeme irreductible S,, ce systeme 
pouvant etre S lui-meme ; continuons a le designer par S. II est im- 
possible de separer les solutions de S par la seule consideration des 
relations rationnelles qui lient Tuncd'entre elles, :;, a ses derivees et 
aux variables. Quepeut-on faire pour arriver a une connaissance plus 
complete des proprietes de ces diverses solutions? 

La methode suivante s'offrira immediatement : 

Soit X^ une fonction transcendante des variables x^, x^, . . ., ^;,, de- 
finie par un systeme completement integrable irreductible S; nous 
V adjoignons (*) au domaine de rationalile, c'est-a-dire nous ecrivons, 
a cote des equations S qui definissent 5, les equations S qui definis- 
sent ^, et nous etudions le systeme a deux fonctions inconnues, z et ^, 
forme par la reunion des equations S et S. Nous savons que le sys- 
teme (S -f- S) peut etre remplace par un systeme a une seule fonction 
inconnue, mais il n'est pas necessaire de faire cette transformation 
pour le but que nous avons en vue. 

Ce systeme (2 -4- S), a deux inconnues (5, ^), peut etre reductible 
ou irreductible. Nous disons qu'il est irreductible si toutes les rela- 
tions rationnelles entre les variables, les fonctions js, ^ et leurs deri- 
vees d'ordre quelconque, que Ton peut ajouter aux equations (S -h S) 
sans cesser d'avoir un systeme completement integrable, sont des 
consequences necessaires des equations du systeme (2 -4- S). 

II est alors impossible de distinguer un couple {z,X,) de solutions 
des equations (2 -h S) de tout autre couple verifiant les memes equa- 
tions, par la seule consideration des relations rationnelles qui lient les 



(*) Insistons sur la diflf^renco entre I'operation alg^brique que nous dippelons adjonction 
d'un 4l4ment au domaine de rationality et I'operation id^ale qu*on d6signe parfois sous le 
meme nom. 

Ann. de l'£c. Normale, Z* Serie. Tome XV. — Aoct 1898. 38 
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variables aux fonctions 2, J^ et a leurs derivees. L'adjonction de J^ au 
domaine de rationalite parait sans effet utile; examinons, d'un peu 
plus pres, dans quel cas cette circonstance se presente. 

14. Les equations rationnelles S et £ permettent decalculer ration- 
nellement certaines des derivees de z et de J[, que Ton nomme derwees 
principales, a Taide des autres, qui sont les derivees parametriques. 
On pent done se borner a considerer les relations nou^elles qui ne 
renferment que les derivees parametriques. 

Nous avons a chercher si Ton peut ajouter aux equations (2 4- S) 
des relations entieres entre les derivees parametriques de z et de ^, 

(^) 0(5,0 = 0, 

de maniere a obtenir un nouveau systeme completement integrable. 

Les conditions d'integrabilite des equations S, 2 et $ dpnneront un 
certain nombre d' Equations resolvantes, rationnelles par rapport a tons 
les elements qui y figurent, auxquelles devront satisfaire les fonc- 
tions o. II faudra done reconnaitre si ces resolvantes admettent ou non 
des solutions entieres par rapport a tons les elements dont elles de- 
pendent. 

On voit tout de suite que, si Ton ne parvient pas a limiter Tordre 
des derivees parametriques de s et de J^ qui entrent dans les fonctions 9 
que Ton doit considerer, il y aura pour les systemes ($) un nombre 
illimite de types differents. La limitation dont nous venons de parler 
n'est pas toujours possible, des que les equations S ow 2 ren/ermerU 
des arbitraires (constantes ou fonctions); mais il parait extremement 
probable que, dans chaque cas particuUety c'est-a-dire quand tons les 
elements figurant dans S et dans 2 sont determines et definis algebri- 
que men t, on pourra se borner d considerer des fonctions entieres (p dans 
lesquelles les derivies parametriques de z et de 1^ ne figurent que jusqvCa 
un ordre determini. Nous en verrons tout a Theure, des exemples. 

Supposons maintenant que, quelles que soient les derivees parame- 
triques qui figurent dans les 9, les equations resolvantes dont ils de- 
pendent n'admettent pas de solutions entieres. II sera impossible de 
former un systeme completement integrable en ajoutant aux equa- 
teurs (2 -h S)des relations entieres entre les derivees parametriques. 
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L'adjonction de ^ au domaine de rationalite n'a pas d'effet utile; nous 
d irons que les transcendantes z etX, sont etrangeres I'une a V autre. 

Dans tous les autres cas, Tadjonction de X, au domaine de rationalite 
reduit les equations (S); en d'autres termes, le systeme (2 -+- S) est 
reductihle. Considerons Tun quelconque des systemes ($) de rela- 
tions entieres, dont nous supposons Texistence; il est clair que les 
couples (^Zy ^) qui, avec les equations (2 -h S), verifient egalement les 
equations ($), sont distingues des autres. D'ailleurs, si Ton cherche 
a eliminer \ entre les equations (2) et ($), on ne pourra obtenir que 
des equations du systeme (S); il suit de la que toute solution 5 de S 
pent etre obtenueen associant a une solution convenablementchoisie^ 
de (2) une solution du systeme ($). Nous dirons que le systeme (S) 
est imprimitif Qi que Tadjonction de X, met cette imprimitivite en evi- 
dence. 

Aux divers systfemes tels que ($) correspondent naturellement 
divers modes d'imprimitivite des equations (S). II y aura lieu d'etu- 
dier les rapports qu'ont entre eux ces differents systemes ($). 

15. Ges observations peuvent etre completees si Ton fait appel a la 
transcendante ^ = az -h i^, oil a et 6 designent des fonctions ration- 
nelles arbitraires des variables et au systeme particulierX, necessaire- 
ment irreductible, qui la definit. On demontrera aisement que z et J^ 
peuvent s'exprimer ralionnellement a I'aide de ^ et de ses derivees, 
c'est-a-dire appartiennent au domaine [^]; soit z = F($), on aura en 
meme temps 

Supposons que la relation 

joinle aux equations X et X< qui definissent respectivement $ et ^<, 
conduise necessairement a 

on pourra etablir que $ est une fonction rationnelle de $ — aF(^) et 
de ses derivees, c'est-k-dire que \ appartient au domaine [^]. 
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La relation I = az -i- b^ montre alors que z appartient au meme 
domaine. L'etude de la fonction z est done ramenee a celle de la fonc- 
tion ^. 

Supposons maintenant que le systeme forme par les equations X, 
X, et 

admette d'autres solutions que $ = $, O- A deux solutions distinctes 
$, et $2 correspondent deux solutions z^ et s^ egalement distinctes; 
done a une mime solution X^ correspond plus d*une solution z, 
Considerons alors le systeme forme par la relation 

F(5) = F($,) 

jointe aux equations X et X, ; ce systeme, qui admet la solution ? = $, , 
peut ou non admettre d'autres solutions. S'il n'admet que la solution 
^ = $^, on peut affirmer que $ est une fonction rationnelle de z. II en 
resulte que X^ est aussi une fonction rationnelle de z, et la reduction du 
systeme S par Tadjonction de ^ est manifeste. 

Lorsque le dernier systeme admet d'autres solutions que $ = ^i, a 
une solution z correspondent plusieurs solutions \ et, par consequent, 
plusieurs solutions X,. La reduction du systeme S obtenue par I'adjonc- 
tion de ^ n'est plus aussi evidente. 

16. Pour approfondir cette question, considerons dans le domaine [$] 
toutes les fonctions qui peuvent indifTeremment s'exprimer a I'aide de :; 
et de ses derivees ou bien a I'aide de X, et de ses derivees. II en est d'evi- 
dentes; ce sont les fonctions de [5] ou de [J^] qui, en vertu des equa- 
tions S ou S, s'expriment rationnellement a I'aide de a;,, x^, . . . , a?;,. 
S'il y en a d'autres, c'est-a-dire s'il existe des fonctions de [3] qui, 
sans pouvoir s'exprimer rationnellement a I'aide de x^^ x^, ..., x^, 
appartiennent a [^], il y a effectivement une reduction de S produite 
par I'adjonction de ^. 

Les elements communs a \z\ et a \X,\ forment un domaine de ratio- 
nalite, puisque, d'une part, la somme, le produit, le quotient de deux 

( * ) Ce systeme k deux foDCtions inconnues est n^cessairemeot r6ductible. 
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de ces elements, d'autre part, les derivees d'un de ces elements appar- 
tiennent encore a [s] et a [^]. Ce domaine de rationalite est le plus 
grand commun dimeur de \z\ et de [J^]; nous le designerons par 

II est facile d'etablir que toutes les fonctions de A(5, J^) peuvent 
s'exprimer rationnellement a Taide d'un nombre limite d'entre elles, 
ralionnellement independantes, de leurs derivees et des variables. 

Soient C,, Ca, ..., C^^ les fonctions considerees; il est clair qu'on 
aura des identites de la forme 

oil les A et les B sont des fonctions des domaines [s] et \C,\. 
Posons maintenant 

ou les u sont rationnels en a?, , . . . , a;^ et arbitraires ; la transcendante 6 
depend d'un systeme irreductible T qu'il est facile de former, ct il est 
manifeste que les fonctions A,, ..., k), s'expriment rationnellement 
a Taide de et de ses derivees. Toute fonction qui appartient a [0] 
appartient d'ailleurs evidemment a \z\ et a [J^] en vertu de Tidentite 

dm Mj Bi 4- . . . -h W^B^. 

Le domaine A(J^, js) est done identique au domaine [0]. 

L'adjonction de la transcendante 0, qui appartient cetle fois au do- 
maine [5], produit done une reduction du systeme S analogue a cellepro- 
duite par l*adjonction de X^. L'effet produit par cette derniere est ainsi 
mis en evidence. 

17. Le systeme (2 -+- S) etant remplace par le systeme ($ + 2 -h S), 
on poursuivra Tapplication de la methode, si z n'apparlient pas au 
domaine [2^], en adjoignant une nouvelle transcendante ^, definie lou- 
jours par un systeme irreductible; et ainsi de suite. 

II nousparait inutile d'insister sur ce fait que le nombre des deri- 
vees /^n/ic^/^afe^ de z augmente constamment et que, par consequent, 
le nombre total des adjonctions utiles est limite. 

Signalons cependant, avant de quitter ces generalites, une circon- 
stance remarquable qui se presentera parfois : il peut arriver que les 



3o2 J. DRxVCU. 

equations resolvantes dont dependent les 9 admettent des solutions 
dependant rationnellement de constantes ou de fonctions arbitraires 
d'arguments rationnels, de telle sorte que les equations ($ -h 1) con- 
duisent necessairement par Telimination de ces arbitraires aux equa- 
tions (S). Nous dirons alors que les equations (2 -h S) admettent une 
integration immediate partielle ; nous n'insisterons pas ici sur le parti 
qu'on pour*rait en tirer. 

Bornons-nous a faire observer que, en rcmplagant les arbitraires 
par des elements determines, definis algebriquement, on a une infi- 
nite de systemes irreductibles tels que ($ -h 2 -h S). 

18. Soient a etudier, par exemple, les fonctions y de la variable qui 
satisfont a la relation 

oil J representee pour plus de precision, unpolynome en a?, j, y\ Toute 
relation rationnelle entre x,y,y ^y" y . . . se ramene immediatement a 
la forme 

oil 9 est un polynome qui doit satisfaire a Tequation 

dans laquelle L est un polynome en Xy y,y de degre inferieur d'une 
unite au degre de/. 

S'il n'existe pas de polynome 9 verifiant Tequation (2), Tequa- 
tion (1) sera irreductible. 

Dans cette hypothese, adjoignons au domaine de rationalite la 
transcendante z definie par Tequation irreductible (c'est-a-dire sans 
solution algebrique) du premier ordre 

(3) z'=g{a:,z), 

oil g est une fraction rationnelle. 

Toute relation rationnelle compatible avec les relations (i) et (3) 
se ramene a la forme 
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$ designant un polynome qui devra satisfaire a la relation 

oil M est une fraction rationnelle dont les deux termes sont de degre 
lioiite. 

Si Tequation (4) n'admet pas de solution entiere telle qile $, Tad- 
jonction de z au domaine de rationalite est sans effet : les transcen- 
dantesy et z sont etrangeres Tune a Tautre. 

Si Tequation (4) admet une seule solution entiere ^{x, z^y.y')^ on 
pent remplacer I'equation du second ordre (i) par le systeme des deux 
equations du premier ordre 

Tequation irreductible (i) est imprimitwe et reduite par I'adjonction 
de z. Les couples (z, j) qui annulent $ sont distingues des autres. 

II existe une fonction algebrique, et par consequent aussi une/o/2c- 
tion rationnelle, deo?, j,y, dont la determination depend d'une equa- 
tion du premier ordre. 

Supposons enfin que Tequation (4) ladmette plusieurs solutions 
entieres $< , $2, . . . , sans admettre, d'ailleurs, de solution $ qui ren- 
ferme une constante arbitraire. 

A chaque solution z de i'equation (3) correspondent les solutions 
definies par I'equation 

Deux polynomes differents $,, $2 font correspondre a une meme 
solution z des solutions differentes. 

A une meme solution j,j' correspondent, par des polynomes diffe- 
rents, des solutions z differentes, et si Ton a 

on en pent deduire algebriquement j et y a I'aide des solutions :;, 
ei z.^ * 

Le cas exceptionnel oil la resolution n'est pas possible ne pent se 
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presenter que si z^ ct z^ sont liees algebriquement, c'est-a-dirc s'il 
existe un polynome x(^, z^, Z2) satisfaisant a la relation 

on pourra supposer ^(o:, 5) choisi de telle sorte que cette circonstance 
n'ait pas lieu. 

II resterait a examiner le cas oil Tequation (4) admet une solution $ 
dependant d'une constante arbitraire. L'elimination de z entre les 
equations 

donnerait une relation entre x, y,y et les constantes; ce cas ne peut 
done se presenter quand on suppose Tequation donnee irreductible, 

Examinons maintenant les circonstances qui peuvent se presenter 
quand on adjoint au domaine de rationalite une transcendante / de- 
finie par une equation irreductible du second ordre 

(5) t"^h{x,t,t'), 

sur laquelle on pourrait^ d'ailleurs, faire d'autres hypotheses restric- 
tives. 
Les relations rationnelles possibles sont de la forme 

^{^,t, t',y,y')^o, 

$ etant un polynome qui satisfera a Tequation 

O.r dy ^ dy'*^ dt Oi' 

oil L est une fraction rationnelle dont les tcrmcs ont des degres limites. 

S*il n'existe aucune solution entiere de (6) les transcendantes j 
et / sont etrangeres Tune a Tautre. 

S'il existe une seule solution entiere $, Tadjonction de / reduit 
Tequation imprimitive (i). Deux cas sont a considerer suivant que les 
equations 

0{j^, /, t\yt,y\)=r.o 
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sont resolublcs ou non en t et t. Si elles le sont, / et f sont desfonc- 
tions algebriques de deux solutions j^, jg* ji> y\ qui satisfont a des 
equations du second ordre; il y a done des fonctions rationnelles de 
deux solutions qui possedent cette propriete, Tune d'elles etant meme, 
si Ton veut, la derivee de Tautre. 

Sinon, il existe une fonction entiere de x^ /, /' qui s'exprime alge- 
briquement a Taide de x, j,, y\ ou de a?, y^, y[^, Toutes les solutions, 
distinctes deji, de la relation 

sont liees aj, par une relation entiere 

On ramene done I'equation (i) au premier ordre par Tadjonction de 
Tune de ses solutions. 

Supposons qu'il existe plusd'une solution entiere de(6); soient $, 
et $2 deux de ces solutions. Les equations 

peuvent : i® permettre ou non la determination de t et de /' a I'aide de 
a?, J, y ; 2® permettre ou non la determination de j ety a Taide de x, 
ret/'. 

Si les deux determinations sont possibles, I'elimination de t' don- 
nera une relation entiere 

et, par suite, la seconde relation sera 

et determinera /'; / est done algebrique en x, y, y et la reciproque 

est vraie. 

Les deux transcendantes / et j sont de meme espece; si Ton se 
donne arbitrairement $(a7, />7. j'), on se trouvera, en general, dans 
ce cas. 

Supposons la premiere determination seule possible : / est alge- 
brique en ^, j,y» mais la reciproque n'est pas vraie. Les equations 

Ann. de I'Ec, Normale, 3*S^rie. Tome XV. Aout 1898. 89 
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$, = o, $2 = lie renferment qu'une seule fonction de y ety ; Teli- 
mination dc cette fonction donnera pour t une equation du premier 
ordre. Ce cas est done a ecarter. 

Enfin, si aucune des determinations n'etait possible, on en deduirait 
des relations algebriquesentre x, /, t' ou entre x^y, y. Ce cas ne pent 
done se presenter avec nos hypotheses. 

On verrait de meme que trois equations distinctes 

^, zzi o, ^i — o, ^3 = 

ne peuvent etre compatibles si Ics equations (i) et (5) sont irreduc- 
tibles. Mais il nous parait inutile d'insister plus longuement sur ce 
sujet, dont une etude complete ne semble pas presenter de difficultes. 

19. La methode precedente, qui repose sur des adjonctions de trans- 
cendantes 2^, .. . definies independamment de la transcendaute z que 
Ton etudie, n'a d'interet que si, pour une raison quelconque, ces trans- 
cendantes JI, . . . peuvent etre regardees comme mieux connues que la 
transcendaute z ou possedent des proprietes plus simples. L'applica- 
tion de cette methode exige done la recherche preliminaire de trans- 
cendantes dont les proprietes sont simples; nous en definirons dans 
la suite des classes etendues. 

II est possible d'indiquer, pour Tetude des solutions z d'un systeme 
irreductible S, une methode plus precise qui a Tavantage de ne faire 
appel a aucun element etrangcr a ce systeme S et qui parait justifiee par 
les resultats auxquels conduit la methode precedente. Cette methode 
consiste dans V adjonction successive de solutions distinctes du systeme 
irreductible S lui-mSmey ou de fonctions rationnelles de ces solutions et de 
leurs derivees, 

Le systeme S etant irreductible, on ne pent csperer le rendre reduc- 
tible par Tadjonction d'une fonction rationnelle de z et de ses deri- 
vees; neanmoins, dans le cas ou il est imprimitif^ une semblable 
adjonction pent amener une decomposition du systeme. 

Nous aurons done a chercher s'il existe des fonctions rationnelles 
de z et de ses derivees 
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dont Tadjonction ne sufBt pas a determiner s, c'est-a-dire telles qu'en 
vertu des equations S qui definissent J^, Tequation precedente ne per- 
mette pas d'exprimer z et ses derivees en fonction rationnelle des x, 
de J^ et de ses derivees. 

Considerons, parmi les fonctions qui possedent la propriete indi- 
quee, celles qui sont d'ordre minimum par rapport aux derivees para- 
metriques de z; le nombre de ces fonctions rationnellement indepen- 
dantes est limite. On pourra done en trouver une au moins, 0, telle 
que Ton puisse calculer, en fonction rationnelle de G et de ses deri- 
vees, le plus grand nombre possible de derivees parametriques de z. 

II est clair que Tadjonction de G permet de decomposer le systeme S 
en deux autres : Tun T irreductible et definissant G en partant des va- 
riables, I'autre So definissant z dans le domaine [0] et qui sera certai- 
nement, d'apres la definition de G, irreductible etprimiti/(*). 

11 suffira done d'appliquer la meme methode au systeme T pour 
parvenir, apres un nombre limite d'operations, a un systeme T^ qui 
sera certainement irreductible et primitif. 

Nous aurons done remplace tout systeme imprimitif par une chaine 
de systemes irreductibles et primitifs. II y aura lieu de continuer pour 
chacun de ces systemes a une seule inconnue, les autres etant deja 
adjointes au domaine de rationalite, Tapplication de la methode, 
comme nous aliens Tindiquer. 

Le systeme S etant irreductible et primitif, c'est-a-dire tel que I'ad- 
jonction au domaine de rationalite d'un nouvel element, dependant 
rationnellement de ^ et de ses derivees, entraine necessairement Tad- 
jonction de z lui-meme, nous ecrirons a cote des equations S, qui defi- 
nissent^, les equations S, qui definissent une autre solution z^^ et nous 
etudierons le systeme a deux inconnues z, 5, ainsi obtenu. 

Ce systeme S©,, pent etre ou non reductible. S'il est irreductible 
on devra rechercher, comme plus haut, s'il est imprimitif et le rame- 
ner a une chaine de systemes primitifs, puis adjoindre une nouvelle 
solution ^2 definie par le systeme Sj et distincte de z et de z^, et ainsi 
de suite. 



(0 n est clair qu'on aurait pu s'arranger ^galcment de fagon que le syst6me T soil 
certainement primitif; mais alors So ne le serait pas. 
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Si ic systemcSoj est reductible, divers caspeuvent se presenter : 
li peut arriver que les equations S,,,,, regardees comme definissant z 
dans le domaine [s,], admettent une integration immediate complete. 
Nous voulons dire par la que les equations S©,, et leurs deriyees sont 
les seules consequences necessaires des equations S, et de relations A 
qui permettent d'exprimer rationnellemcnt z a I'aide des variables, 
de s, et de ses derivees, de constantes arbitraires ou de fonctions ar- 
bitraires d'arguments determines appartenant au domaine [s,] et des 
derivees de ces fonctions arbitraires. 

En remplagant par des transcendantes bien dd/inies ces fonctions 
arbitraires, on aura un nombre illimite de types de systemes irreduc- 
tibles contenus dansle systeme So,|. Le systeme S etant irreductible, 
toutes les transcendantes z soht de meme nature et leur etude est 
simplemcnt celle du systeme S,, faite plus haut. 

En general, cette circonstance ne se presentera pas et il y aura lieu 
d'etudicr directement les divers systemes irreductibles que Ton peut 
former en ajoutant aux relations So,, des relations rationnelles conve- 
nables, dependant a la fois de z et de z^, 

Une recherche directe permettra, dans chaque cas particulier, de 
trouver les relations possibles de cette nature. L'etude de chacun des 
systemes irreductibles, auxquels on parvient ainsi, se poursuivra en 
appliquant la meme methode. Nous nous bornerons a faire observer 
qu'on ne rencontrera de systemes reductibles qu'un nombre limite de 
fois, puisqu'on augmente chaque fois le nombre des derivees princi- 
pales. 

Dans le cas oil les systemes So,,, So,i,2» • • •» ^ont tous irreductibles^ 
les operations precedentes paraissent pouvoir se continuer inde- 
finiment; il serait tres important de reconnaitre tous les cas oil il 
suflit d'aller jusqu'a un nombre limite de solutions pour obtenir tous 
les types de relations distinctes entre ces solutions, de telle sorte que 
toute relation possible entre {p 4- q) solutions et leurs derivees soit, 
quel que soit q, une consequence necessaire des relations qui lient 
entre elles/? solutions prises parmi les (/? -4- q) considerees. Pour ces 
systemes particuliers, il est clair que la theorie qui precede gagnera 
beaucoup en precision et en portee; nous pourrons nous en rendre 
comptc en etudiant les equations lineaires aux derivees partielles. 



^ 
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20. L'application reguliere de la methode conduit d'ailleurs a consi- 
derer specialement tous les systemes pour lesquels une solution arbi- 
traire pent s^exprimer d^une maniere determinee, toujours la mSmCy oil 
Jigurent rationnellement, a cdte des variables, un certain nombre de solu- 
tions particulieres quelconques, leurs derivdes des differents ordres et aussi 
des constantes ou desfonctions arbitraires d' arguments bien determines, 
rationnels par rapport aux mimes elements, ainsi que leurs derivees. 

Toutes les reductions possibles s'obtiennent alors dans le domaine 
defini par un nombre determine Aq solutions particulieres, et il sufRra 
de pousser jusque-la Tapplication de la methode ou d'adjoindre des le 
debut au systeme S les equations S,, Sg, . . ., qui defmissent les solu- 
tions particulieres considerees. 

Nous dirons que les systemes precedents possedent des systemes 
fondamentaux d'integrales. On pent ranger dans cette classe les equa- 
tions difTerentielles lineaires, I'equation de Riccati et ses analogues, 
enfin les equations lineaires aux derivees partielles du premier ordre 
et les systemes complets de ces equations. C'est a Tetude de ces der- 
nieres qu'est particulierement consacre ce travail. 

Vintegration logique du systeme S, c'est-a-dire Tetude des systfemes 
S, So,<, ...» faite en suivantla marcheque nous venous d'indiquer, est 
un probleme en general inabordable. On devra se borner presque tou- 
jours a etudier, non pas des solutions particulieres du systeme S, mais 
des solutions etendues, c'est-a-dire qui dependent de constantes ou de 
fonctions arbitraires. 

II faudra, dans chacun de ces cas, mettre en evidence la generalite 
de la solution que Ton etudie par la manifere dont on posera la ques- 
tion, et remplacer, en consequence, les equations S par de nouvelles 
equations. 

Par exemple, si Ton etudie des solutions de S qui dependent d'un 
nombre determine de constantes arbitraires, il faudra regarder ces 
constantes comme des fonctions de z et des derivees de z, et appro- 
fondir la nature des transcendantes ainsi definies. L'etude des solu- 
tions de Tequation rationnelle 

qui dependent d'une constante c, est ainsi remplacee par Tetude des 
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solutions particulieres de Inequation aux derivees partielles 

probleme en apparence, mais en apparence seulement, plus com- 
plique. 

21. Precisons par un exemple simple les generalites qui precedent. 
Soit a etudier I* equation du premier ordre 

oil f est une fonction rationnelle de x et y. Toute relation rationnelle 
en .^,7, v'.y, ..., compatible avec Tequation (i), pent etre ramenee 
a I'ordre zero, c'est-Si-dire a la forme 

oil 9 est un polynome. On deduit de la Tidentite 

dx • dv ^ 

p 

oil X est une fonction rationnelle, ou encore en posant/= t^? P et Q 
designant des polynomcs 

L etant celte fois un polynome en x, j, de degre limite, inferieur 
d'une unite a celui des polynomes P, Q, dont le degre est le plus 
grand. 

Si la relation (2) n'admet pas, pour un choix convenable du poly- 
nome L, un polynome 9 comme solution, Tequation (1) est irreductihle ; 
elle n'admet aucune solution algebrique. 

Dans le cas contraire, pour determiner les solutions algebriques, il 
faut former les polynomes 9, que Ton pent supposer irreductibles. 
G'est la un probleme tres difficile et que Ton ne sait resoudre que dans 
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des cas particuliers; nous renverrons, pour ce point, aux belles 
recherches de MM. Painleve, Poincare et Autonne (*). Nous affirmons 
seulement qu'il n'existe qu'un nombre limite de polynomes irreduc- 
tibles, reellement distincts, satisfaisant a I'equation (2). 

C'est la une consequence evidente de resultats obtenus par M. Dar- 
boux dans un Memoire fondamental (^ et des recherches signalees 
plus haut. M. Darboux etablit, en effet, que si les polynomes 9,, ..., 9^ 
sont des solutions de Tequation (2), et si leur nombre surpasse une 
limite immediatement assignable, la fonction j la plus generale, qui 
satisfait a la relation (i), est definie par Tequation 

«! log9i -4- . . . 4- a^r log9^ = c, 
oil logu designe la transcendante z definie par 

dz I 

ciu u 

a,, . . ., aAdesignant desnombres rationnels ou algebriques. Sous cette 
forme on voit que les seules solutions algebriques de Tequation (1) 
sont donnees par les relations 

lorsque parmi les a figurent des nombres algebriques. 

Si tons les a sont rationnels, I'integrale generale de (i) est alge- 
brique. Kile est alors definie par une relation 

oixjetg sont des polynomes irreductibles. En dehors des polynomes 
irreductibles/-+- cg^ oil c est arbitraire, qui sont tons du menie type, 
il n'existe qu'un nombre limite de types distincts de solutions alge- 
briques, car il n'existe qu'un nombre limite de valeurs de c, necessai- 
rement algebriques, pour lesquelles f-hcg se decompose. 

Nous ne pouvons insister ici sur ce point qu'on etablirait aisement 
d'une maniere elementaire. 



(*) Comptes rendus, Painleve (mai 1890, 1891, etc.); Poincare (avril 1891); Autonnb 
(1890, etc.). 
(') Bulletin des Sciences matfUmatiques, 1876. 
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22. Supposons maintenant qu'on iiitroduise dans le domaine de 
rationalite une solution de I'^quation y =/(a7, j), c'est-a-dire consi- 
derons ie systeme 

(3) /,— /(a:,/i), y\~f(.JO,y^), 

qui definit deux solutions : y^ et jj. Nous remarquerons encore que 
toute relation rationnelle compatible avec les equations (3) pent etre 
ramenee a la forme 

oil 9 est un polynome irreductible. Si Ton neglige les relations evi- 
dentes qui lient les solutions algebriques, lorsqu'il en existe, on pent 
supposer qu'il existe une seule relation de cette forme. On en deduira 
ridentite en x^ y^^y^ 

oil X est rationnel en x, y^, y^, son denominateur n'admettant pas le 

p 
facteur 9. En posant, comme tout a rheure,/= tt> I'^quation 

Q(^,/i)Q(^,70^ + Q(^,7.)P(^,yi)^^-HQ(^,yi)P(^,/.)^-L? 

devra, pour une determination convenable du polynome de degre 
limite L, admettre comme solution un polynome. II existera parfois 
alors un nombre illimite de polynomes irreductibles tels que 9. Chacun 
d'eux permettra d'associer a toute solution j, de Tequation (i) une 
Douvelle solution j'a de la meme equation, liee algebriquement a x 

etk7(«). 

(^) Nous supposonS) bien entendu, qu'aucun de ces polynomes ep ne renferme de 
constante arbitraire, auquel cas la solution g^n^ralo de (i) est une fonction alg^brique 
de X et d'une solution particuli^re quelconque^i. 

Les Equations du premier ordre dont la solution g4n€rale est fonction alg^brique d*un 
certain nombre de solutions particuli^res quelconques et de la variable x so ram^nent, 
par des transformations alg6briques, k T^quation j' = A/'-h Bj^ -♦- C dite de Riccati; cela 
r^sulte des recherches de MM. Koenigsberger et Vessiot i^Acia mathematica, HI; Annates 
de r^ cole Norma le, 1893). 
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Si nous admettons, en effet, qu'a la solution j, corresponde la solu- 
tion j^ definie par la relation 

on pourra faire correspondre a j^ la solution j, definie par • 

etc.; les solutions j,, ... ainsi definies sont liees algebriquement a j^ 
et definissent de nouveaux polynomes (p. II existe des equations pour 
lesquelles on obtient ainsi un nombre illimite de polynomes 9; on 
peut aisement en former. II est neanmoins vraisemblable qu'elles se 
ramenent toutes par des transformations algebriques a Tequation de 
Riccati et qu'il existe alors des polynomes 9 dependant d'une con- 
stante arbitraire. 

Dans le cas oil Ton ne peut faire correspondre a la solution j, qu'un 
nombre limite de solutions, par Temploi du polynome 9, elles derivent 
manifestement de Tune d'entre elles par les transformations d'un 
groupe. L'equation donnee est alors une relation entre les invariants 
de ce groupe ou, d'une maniere plus precise, entre Tinvariantde ce 
groupe et sa derivee par rapport a x. L'equation donnee est manifes- 
tement imprimitive. 

L'exemple le plus simple que Ton en puisse donner est Tequa- 
tion 

qui admet, avec la solution ^^ = ^1, lessolutions j = ej,, (£'"=1). 

Lorsque deux solutions j, et j^g sont des transcendantes etrangeres 
Tune a Tautre, il faudra adjoindre une nouvelle solution y^ au domaine 
de rationalite et etudier le systeme a trois inconnues qui en resulte; 
mais nous pensons que ce qui precede suffira pour faire comprendre 
Tespritde la methode. 
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CHAPITRE III. 

LES Equations lin^aires aux d6riv£es partielles du premier ordre 

ET LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS PONCTUELLES. 



I. — OtiniTBliiiB sur riquation liaiaire aux dirivies partielles. 

1 . Nous allons ^tudier les fonctions s liees aux variables x,Xf, . . . , 
Xn par una relation 



(0 



-tr , K dz . dz L dz 



lin^aire et homogene par rapport aux deriv^es premiferes de la fonction 
et dont les coefficients A,,A2, ..., A;^ sont des fonctions rationnelles 
des variables; ces fonctions sont appelees solutions ou integrales de 
Tequation (i . 

EnonQonsd'abord relativementa ces solutions quelques propositions 
immediates, qui resultent des definitions donnees pour les differen- 
tielles et les derivees. 

Si z^ est une solution, /(5,) sera encore une solution, quelle que 
soit la fonction d'une seule variable indiquee par la lettre/; si z^ ^iz^ 
sont deux solutions, ^(2,, z^) sera encore une solution quelle que soit 
la fonction de deux variables indiquee par la lettre g\ etc. 

Enfin, si z^^ z^, ..., z^ ^^nt n solutions independantesj c*est-a-dire 
n fonctions dont les differentielles dz^^dz^^ .. .ydz^ sont des formes 
lineairesindependantes des differentielles flfcr,flfcr,, ...ydx^^ toute autre 
solution z verifiera la relation 

dz 



(2) 



Azz: 



dz 
dx 


dz 
dxx 


dzi 
dx 


dzi 
dxi 


• fc • 

dZn 


• ■ • 

dZn 



dx dxi 



dxn 
dzj 

dXn 

. • • 

dZn 
dXn 



= 0, 
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Reciproquementy toute function z qui verifie la relation (2) dans 
laquelle z,, z^, ..., z^ sont n solutions independanles de I'equa- 
tion (i), verifie aussi Tequation (i). II suffit pour le voir de remplacer 

dans le determinant A les elements ^(1 — 1,2,..., n)par les expres- 
sions — A, -^ — A2 ;— — . . . A;i ~ correspondantes. 

Mais la relation (2) cxprime simplement qu'il existe entre les 
elements dechaque colonnede A une meme relation lineaire et homo- 
gene dont les coefficients ne sont pas tons nuls, relation qu'on pout 
ecrire d'apres les hypotheses faites sur 5,, Sj, ...,:?« 

nous pouvons done conclure de la 

dz = bidzi -+-... 4- bfidz^y 

et par, suite affirmer que z est une fonction des seuls elements z^y 

*>2 » • • • » •'/I • 

Aucune restriction n'est apportee a la nature de cette function, car 
si Ton pose 

on pourra en deduire 

dz=-^dzi-^.,.'h -^--dzny 

OZi OZn 

ou encore 

dz^ _d^ dzt^ d^ dza ._ 

dxi- dz^ dxi~^'''^dz^ dxi ^'-^>'' ...,'0. 

et ces relations entrainent A = o. 

La solution la plus generale de r equation 

(,) X(.) = -^-+A.^-+... + A„^=o 

est done une fonction arbitraire de n solutions independantes, choisies 
d'une maniere quelconque. 

2. La proposition precedente ramene Tetude des elements z les plus 
generaux qui verifient la relation (i) acelle d'un systeme de solutions 
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independantes z^, z^, .. ., z^; nous nommerons un tei systeme systeme 
fondamenlal Aii; solutions de Tequation (i). 

On obticnt aisement les equations que doivent verifier les elements 
d'un systeme fondamcntal ; il suffit d'identifier les formes (i) et (2) de 
Tequation consideree, ce qui conduit aux relations 

(^) t^a; a;' 

oil Ton a designe par D, D,, . . ., D;, les coefficients des elements de 
la premiere ligne du determinant A dans le developpement de ce de- 
terminant. Les hypotheses faites sur 5,, Zj, . . . , 2^ exigent, en outre, 
que les divers determinants D, D,, . . . , D« ne soient pas tons nuls. 

II est clair que, reciproquemenl, lout systeme de fonctions :?,, 
«2> • • • » 2/t qwif sans annuler tous les D/, verifient les equations (3) est 
un systeme fondamental de solutions de Tequation (i). 

Ces remarques supposent qu'il existe pour toute equation 

a coefficients rationnels, un systeme fondamental de solutions. Pour 
ctablir ce point d'une maniere rigourcuse, il faut montrer que les 
equations (3), ou D est difTerent de zero, forment un systeme com- 
pletement integrable, quelles que soient les fonctions A, , . . . , A^. 
La demonstration est immediate : Les equations (3) sunt resoluhles 

dz dz dz 

par rapport aux elements -py -^, •••, -r^; toutes celles qu'onen pent 
dcduire par une derivation sont en nombre n(n-hi) ct resolubles 

par rapport aux n(n -h i) derivees -y^> T"T^' ' *' ^~y~~ ^^ ^^^ 

elements. II ne pent done y avoir de conditions d'integrabilite. 

II resulte des observations que nous venons de faire qu'en designant 
par S|, Za* • • • t 5;, les elements d'un systeme fondamental particulier et 
par Z|, Zst ..*, T'n ceux d*un systeme fondamental quelconqucy on a 
necessairement n relations 

(4) Z/=F,(5,, Z^, ..., Zn) (£ = I, 2, . .., /l) 

dans lesquelles F<, Fa, ..., F;, sont des fonctions independanles des 
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arguments s,, r,, ..., z,^. Inversement, il suffit que les fonctionsFi, 
Fa, . . ., F;, soient independantes, e'est-a-dire que le determinant fonc- 

tionnel .J' »>--•> n) ^^jj ji(f^,.gnt de zero, pour que les elements 
Z,, Z2, . . . ♦ Z;j constituent un systeme fondamental. 

3. On conclut de la que les equations (3) et leurs consequences ne- 
cessaires, c'est-a-dire les equations qui pcuvent s*en deduire par diffe- 
rentiation et combinaison lineaire, nc permettent pas de distingucr 
Tun de I'autre les divers systemcs fondamentaux qui se dcduisent de 
Tun d'entre eux par les formules (4). 

N'est-il done pas possible de definir avec plus de precision les ele- 
ments qui constituent un systeme fondamental particulier? i4 priori 
deux cas peuvent se presenter (*) : 

1° ToiUe relation raiionnelle entre les variables x, x^, .. ,, x^^ les /one- 
lions z^, s.,y . , . , z^et leurs derivees des differenls ordres, compatible ai*ec 
les equations (3), c'est-a-dire formant avec ces equations un systeme 
complctement integrable, en estune consequence necessaire. 

Le systeme forme par les equations (3) est irreduclibte, au sens que 
nous avons donne a ce mot. 

II estclair qu'alors aucune distinction ne peul etre faite entre les 
divers systemcs fondamentaux de Tequalion (i); nous dirons que 
Inequation (i) est generate. 

1^ Il existe des relations rationnelles en a?, a;,, . . . , ^„; 5,, . . . , -,1 

-T^ y •" y compatibles avec les equations (3) et qui nen sont pas des con- 

sequences necessaires, 

Le systeme des equations (3) est reductible. On pent distinguer 
parmi les divers systemcs fondamentaux de Tequation (i) ceux qui 
verifient les relations nouvelles; nous dirons que Tequation (1) est 
speciale. 

Plagons-nous dans ce dernier cas et considerons le nouveau systeme 
completement integrable S qu'on obtient en ajoutant aux equations (3) 
les equations nouvelles, dont nous supposons Texistence. Si ce sys- 
teme S n'est pas irreductible, c'est qu'on pent encore ajouter des 



(') On vorra dans la suilo qu'ils so pr^scntont efToclivcment. 
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equations nouvelles fbrmant avec S un systeme completement inte- 
grable ct distinguer parmi les solutions de S celles qui satisfont aux 
equations nouvelles. Nous pouvons done supposer tout de suite que 
S estirreductible. 

Designons par z^, z^n -- -, z^ les elements d'un systeme fondamental 
particulier qui verifie les equations S; les elements Z,, Zj, . . , Z;, de- 
finis par les relations 

ne v^rifient pas les equations S quelles que soient les fonctions inde- 
pendantes F,, Fa, ..., F„. Les conditions que doivent remplir ces 
fonctions donnent evidemment la mesure de I'arbitraire qui subsistera 
dans la definition des elements z^, z^, ..., z^^ c'est-a-dire en d'autres 
lermes la mesure de la transcendance de ces elements. Ces conditions 
sont exprimees par un nombre limite de relations rationnelles entre 
les elements 5|, z^, ..., z^^y les fonctions F,, Fj, .., F^ de ces ele- 
ments et leurs derivees des differents ordres, relations avec lesquelles 
on pent former un systeme completement integrable 2; il est clair 
qu'on pent les obtenir immediatement si Ton connait les relations qui 
constituent le systfeme irreductible S. 

L'etude des solutions de I'equation lineaire 

(O . X(5)=;^ 4-Al,^ -+-... -f-An;r^ =0 

ox OXi OXfi 

se decompose ainsi naturellement en deux parties : 

1*^ Formation d'un systeme irreductible S, verifie par un systeme fon- 
damental de solutions z^, Zj, . .., z^ de I'equation (i). 

2® Etude de Varbitraire qui subsiste dans la definition des elements z^ , 
^2> • • M 5/i> c'est-a-dire etude du systeme completement integrable 2 cor- 
respondant au systeme S. 

4. II est essentiel de repondre immediatement a une question que 
suggere la methode precedente : Pour une m6me equation (i), il peut 
exist er divers sys times irreductibles S ; quels sont les rapports qui existent 
entre ces diffirents systemes et y a-t-il a^^antage a choisir Vun d'eux de 
preference aux autres? 
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Soienty par exemple, 
les equations du systeme S verifie par les elements s,, . ..^z^ et 

(2) W/ ( Zj, . . . , Zfif Zj, . . . y Zn, TZ~' .'.j^^O (£=:l,2, ..., A:), 

celles du systeme £ correspondant qui expriment les conditions ne- 
cessaires et suffisantes pour que z^, ...,1?;, verifient egalement les 
equations S. 

Soient, d'autre part, 

et 

(2) W/f 5,, . . . , ^;,, Zj, . . ., Z;,, ^-j7 > . . . j nr O (£ HZ !, 2, . . ., A* ) 

les equations analogues du systeme irreductible S' et du systeme S' 
correspondant. 

Nous Savons a priori qu'il existera, entre les z et les s', n relations 

oil les $/ sont des fonctions distinctes des n elements z\, .. ., 5^ et 
d'ou Ton pourra deduire les derivees des z relatives a ^,0:,, . .., j?„, 
au moyen des derivees des z' relatives aux memes variables. 

Si Ton porte les expressions obtenues dans le systeme S, on retrou- 
vera necessairement le systeme S', puisque ce systeme a ete suppose 
irreductible. 

II resulte de la que les fonctions $,(i= i, 2, ..., /x) devront satis- 
faire a certaines equations aux derivees partielles formant un systeme 
completement integrable (A); equations qu'on obtiendra en ecrivant 
ridcntite du systeme S' et du systeme deduit de S. 

Ces memes relations (A) exprimeront egalement qu'en posant 

Si=^i(z\, . ..,<), Z/=:<^,(Z;, ...,Z;) («=:i,2, ...,/l), 

et portant ces expressions des ^et des Z, ainsi que celles des derivees 
-^ qu'on en peut deduire, dans les equations S, on obtiendra les equa- 
tions S'. 
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Remarquons en outre que les equations S et S' sont rationnelles 
par rapport ii tous les elements qui y figurent. Les fonct Ions $/ qui ve- 
rifient les equations (A) sont done choisies de fa^on a transformer un 
sy Sterne de relations rationnelles, tel que 2, enun systeme YI possedant 
la mSme propriete. 



II. — Existence et propriitis g^n^rales des groupes de transformations. 

Le groupe de rationality. 

5. Suivant la voie deja indiquce pour Tetude des nombres alge- 
briques, nous donnerons aux generalites qui precedent une forme plus 
precise en introduisant d'une maniere explicite les elements qui permettent 
de definir Varhitraire qui subsiste toujours dans la determination des 
solutions z^, 5^, ..., ZJ^ de V equation 

Considerons les formules 

danslesquellesF,,F2, . . .jF^represen tent des fonclions independantes 
des arguments (^,, (^2, .. .,^«; nous dirons qu'elles definissent une 
transformation a n variables qu\, appliquee aux elements w,, Wj, ^.., u„, 
lesremplacepar les elements ^,,^^2* •• ., ^n. Les elements Wi^Wj, .. ., w«. 
etant des variables quelconques, la transformation est entieremenl 
definie par les fonctions F,,F2, ...Frt; nous la representerons sou- 
vent par la seule lettre F. 

Envisageons maintenant une deuxieme transformation, definie par 
les formules 

(G) 5/i=Gi(^i,^, ...,^n) (« = i,2, ...,/0; 

il est clair que cette transformation G, appliquee aux elements (^,, 
^2» ...,(^tt, les remplacera par les elements <v,,«^2' - -^^n qui satisfont 
aux relations 

Mais ces derniers elements iV|,(^^2» •• -t^n peuvent s'obtenir imme- 
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diatement en appliquant aux elements u^J u^^ ..,,Un\a transformation 
H definie par les formules 

oil I'on a pose identiquement 

H/ = Fi(G,, Gj, . . . , Gn) (« = I, ^, . . ., /i). 

II existe done un mode de composition des transformations a n va- 
riables qui conduit des deux transformations F et G a une transforma- 
tion H bien determinee; nous indiquerons cette composition en 

ecrivant Tidentite 

H=r(F,G). 

On verifie immediatement que la composition est associative.y c'est- 
a-dire qu'on a, quelles que soient les transformations A, B, C, 

(A,(B,C))=:((A,B),C). 

Deux transformations distinctes composees avec une meme trans- 
formation donnent des transformations qui sont encore distinctes. On 
peut done conclure des identites 

F=i(G,H), 

F = (G, K) 

Tidentite 

H = K. 

Ces remarques suffisent pour etablir que les transformations a 
n variables, composees enlre dies comme il vient d^itre dit^ forment un 
groupe r^i- Ce groupe est appele groupe general a n variables; M. Lie, 
pour des raisons geometriques evidentes, le nomme groupe ponctuel 
gdndralAe I'espace E„. 

6. Dans les formules 

(F) i/;r=F/((^„ c^j, ..., Vn) {i—\y 2, ..., n), 

qui defmissent une transformation a n variables, supposons que les u 
et les V soient des fonctions de/? variables quelconques x^^x^, . ,.yXp\ 

Ann. de i'^c. NormnU, 3® Serie, Tome XV. — Septembbe 1898. 4' 
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il sera facile d'exprimer Ics derivees des u a Taide des derivees des v. 
Nous pouvons, en effet, conclure des relations (F) 

et, comme, d'autre part, 

dt4i , dui 

d^k , ^ ^ dVk 
3— dx^-\- . . 4- ^3- 
oxy ox 

nous en deduirons 



, UUi , UUi , 

du 1:1:1 -^--- dx^ + . . . -h 3^3- dxpy 



dvfg -n -^^ dxx H- . .4- 377- C^J?p, 



Le meme procede, applique aux equations (F|), donnerait les 
derivees secondes, ct ainsi de suite. 

On pent d'ailleurs obtenir ces formules en faisant usage des diffe- 
rentieiies d'ordre superieur et partant des identites 

duiz^ -V— dv^ 4-. . . -h 3 — dvn, 
d}ui—^d^v^-^,..'\--^d^Vn-^ > , —dvtidvi,. 



Les formules (F), (F,), . . . , ainsi trouvees, definissent une trans- 
formation des elements U:, -r^? 3 — ^> • •; on dit qu'elle est la trans- 

uxh oxi^axk ^ 

formation F prolongee ou etendue en regardant les u comme des 
fonctionsde p variables non transformees. II est clair que, si les trans- 
formations F forment un groupe, il en sera de meme des transformations 
qu'on obtient en prolongeant ou etendant les F d'une maniere quel- 
conque. 

7. Nous revenons maintenant a I'equation 
pour laquelle z^, z^, •• -i «» forment un systeme fondamental de solu- 
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tions. Toute transformation a n variables effectuee surs,, s^, ..., z^, 
conduit a un nouveau svsteme fondamental. Comme les elements d'un 
systeme fondamental quelconque verifient les equations 

^^) t = a; = ---=a;' 

on pent en conclure que les expressions -^ ^ ' ' if ^^'^^"^^^^ invariables 
pour louLe transformation a n variables portant sur les elements 5|, 

Nous dirons que les expressions W' • *' "if ^^^^ ^^^ invariants diffe- 

rentieU pour le groupe r„, forme des transformations a n variables -s,, 
22> • •» -^n* quand on etend ce groupe en y regardant les z comme des 
fonctions des (/i -h i) variables a?, a?,, . . ., a?„ non transformees. 

II est clair que les derivees des fonctions ^ prises par rapport aux 

variables x^ ^,, ..., x^ non transformees, sont egalement des inva- 
riants differentiels du groupe precedent; nous nc les regarderons pas 
comme indepcndanls des precedents. 

Le sens du mot « invariant differentiel du groupe F, » etant fixe par 
ce que nous venons de dire, proposons-nous de rechercher s'il existe 
pour ce groupe r;^, etendu comme il a ete dit, d'autres invariants diffe- 
rentiels que les expressions ^ et leurs derivees par rapport aux x. 
Nous aliens montrer qu'il n'y en a pas, c'est-a-dire que tout invariant 
differentiel du groupe F^ est une fonction des expressions j^ et de leurs 
derivees par rapport aux x. On traduira ce fait en disant que les expres- 
sions ^ forment, pour le groupe F„ etendu comme il a ete dit, un sys- 

time complet d* invariants differentiels. 
Admettons en effet que la fonction 



(lemeure invariable par unc transformation quelconque du groupe r„. 



^ 
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Les equations 

dzi . dzi , . dzi . . . 

et celles qui s'en deduisent par differentiation, permettent d'exprimer 
rationneilement toutes les derivees des s, prises une fois au moins par 
rapport a a;, a i'aide des derivees de ces fonctions relatives a a?,, . . ., 

Xnf des elements A, = -jjS •> A;, = -r- et de leurs derivees. 

La fonction J peut done se mettre sous la forme 



<^'-^, 



dzi 

J • • •) 5,, . . ., Zn, -T—^ • • • 



p da: 



nous allons monivev (\\i! elle ne peut ddpendre d' aucun des elements z ^ ^ ..., 
dz^ 

II est clair, en premier lieu, que si Ton remplace s, par z^-^a^, 
a, etant une constante arbitraire, K ne doit pas changer; on a done 

c»K _ 

dai ~ 

et, par suite, 

la fonction K ne peut renfermer aucun des elements z^^ z^y .... z^. 
Faisons maintenant sur les z une transformation arb-itraire, definie par 

nous devons avoir, identiquement, 

quelles que soient les fonctions independantes (p,-. Supposons que 
les ^i dependent d'un parametre variable /, et designons par ^i, ^a, ..., 

^„ les derivees -^, -^, • •, -^; nous pouvons aflirmer, si les 9,- sont 

arbitraires en 2,, s^, ..., z^, et /, que les derivees ^|, ^2, ..., ^^ sont 
arbitraires en z^^ z^, . . ., -S/i, oa encore e/i Z,, Z^, . . ., Z„, e'est-a-dire 
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ne sont liees a leurs derivees relatives k Z,, Za, ..., Z„ par aucune 
relation. C'est la une consequence des formules du changement de 
variables. 

Exprimons alorsqueK (3—^' • ' -^ — f—i • •• ) est independant de /, 

ainsi qu'il resulte de Tidentite precedente; nous aurons la relation 
identique 

dK _ dK d^i dK d^K, __ 

dt > dZx dxx > d^Zx dxxdx^ * 

dxx dxi dx^ 

Nous allons, dans cette relation, remplacer^, * *' ^ — T~* '" P^^ 

leurs expressions a I'aide de ^5 • •> ^ — y*-> •••> que donnent les 
formules 

<^^i dlx dxx * * (?Z„ dxx 



c^j7, (?^, ^ <JZ/ (?Z;t dxi dxi ^ dZi dx^ dx^ ' 



et nous remarquerons que-^ s'annule identiquement , et, par conse- 

quent, que les coefficients des elements W-> • • •? ^) S/^T"' ' : ^^^^ 
tousnuls. 

Supposons que les derivees d'ordre maximum qui figurent dans K 
soient d'ordre p^ et considerons les equations obtenues en egalant a 
zero les coefficients des derivees d'ordre/? de ^,, ^2, .. ., ^^ par rapport 
aux elements ZfyZ^, .-.^Z;,. Ces equations sont lineaires et homogenes 
par rapport aux derivees de K, considere comme fonction des derivees 
d'ordre /? de Z,, Z2, . . ., Z;, relatives a a?,, 0^2, . . ., x^^ c'est-a-dire aux 

elements 

^K 

\dx\'dx\^, . .dvcj"/ 

De plus, le determinant des coefficients de ces derniers elements 
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est precisement le determinant des coefficients des elements 

dans les formules du cliangement de variables ecrites plus haut, ou 
Ton a change les lignes en colonnes; il est done essentiellement dif- 
ferent de z6ro. 
Les equations considerees entrainent alors necessairement 

= 0, 



et K ne peut renfermer de derivees d'ordre/? des Z. 

Nous avons done etabli que K ne peut renfermer que les elements A,, 

^—^5 '"y et, par consequent, que lout invariant differentiel rationnel 

du groupe Tj^ est une fonction rationnelle des elements -^y --i -^ et de 
leurs derivees par rapport aux variables x^ x^j . . . , a?,,. 

8. Reprenons maintenant ce qui a 6te dil au debut sur Tequation 
Supposons d'abord Tequation (r) generate, c'est-a-dire le systeme 

(3) »=.»!=... .:.D, 

^ ^ I A, An 

irreductible; toutes les relations rationnellesqui lientles elements ^i, 
^2, • . ., 2/t d'un systeme fondamental particulier sont verifiees par tout 
autre systeme fondamental. L' ensemble de ces relations demeure inva- 
riable par toule transformation du groupe ponctuel general r„. 

Un raisonnement analogue a celui que nous venons de faire pour 

etablir que les -^ sont les seuls invariants independants de r„ montre 

immediatement que tout invariant du groupe r„, 
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qui depend rationnellement de tous ses arguments, peul s'exprimer ration- 
NELLEMENT CL Vaide des coefficients A et de leurs ddris^ees. Tout invariant 
rationnel du groupe Tn est done egal k une fonction rationnelle de x, 

Supposons ensuite I'equation (i) speciale, c'est-a-dire lesysteme (3) 
reductible ct considerons Tun des systemes irreductibles S verifie par 

les elements z^ z^^ d'un systeme fondamental particulier. Les 

equations qui constituent le systeme S ne sont verifiees par les ele- 
ments Z,, . . ., Z;,, oil Ton a pose 

que si les fonctions independantes F, verifient les equations S. Les 
scutes transformations du groupe r„ qui laissent invariables les equations S 
sont done celles oit les fonctions F/ verifient les equations S. Ces transfor- 
mations de Tn forment manifestement un groupe, car la composition 
de deux transformations qui n'altercnt pas Tensemble des equations S 
donne une transformation qui possede evidemment la meme propriete. 
Ce groupe F dont les transformations appartiennent a F;,, ct qui est 
dit pour cela sous-groupe de F;,, nous le nommerons le groupe de ratio- 
nalite de Tequation (i). II possede des proprietes tres remarquables 
que nous aliens etablir. 

Considerons, pour cela, les relations nouvelles qui, ajoutees aux 
equations 

constituent le systeme irreductible S. Si nous y remplagons toutes les 
dcrivecsdes z prises une fois au moins par rapport a a? parleur expres- 
sion en fonction des autres derivees et des variables ^, a:«, . . ., x^^ les 
equations S peuvent se mettre sous la forme 

(S) y/iV|-+-...4-y,pVp-4-y/=i:o {1 = 1,2, ...,/i), 

oil Ton designe par y^/, ..., y^/, y, des polynomes entiers en x, 
x^y ..., x^ et par V<, ..., V^ des fonctions rationnelles de z^^ 
22. . • . » 5/1 et de leurs derivees successi ves par rapport aux variables x^ , 

X 2% • . • , Xfi* 
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Qiielles sont, par consequent, Ics relations distinctes qui existent 
entre deux systemes fondamentaux 5,, :?2, .. ., z^, et Z,, Z2, . . ., Z^, qui 
verifient les equations (S)?I1 est clair qu'elles sont toutes comprises, 
pour un choix convenable des V, parmi les consequences des relations 

(T) yaV,(5)4-...H-y/pV^(^)+y/ = yaV,(Z)4-...-hy/pV^(Z)-hy, 

que Ton obtient en egalant les premiers mcmbres des equations (S) a 
ce qu'ils deviennent quand on y remplace les z par les Z de meme 
indice. 

Ces relations entre les z et les Z, independantes des variables x, 
x^, ..., Xn^ serontdonc exprimees par un certain nombre d'egalites 
de la forme 

(0) i2/Ui, ...,-»» ^' ..WiiJZ,, .. .,Z«, ^, -.-j («=:i,2, ...,A:), 

dont les premiers membres sont des fonctions rationnelles des z et de 
leurs derivees par rapport aux n variables x«, x^, . . ., a?;, et qui con- 
stituent un systeme(0) equivalent au systeme (T). Ainsi, chacune des 
relations est une combinaison lineaire des equations T et recipro- 
quement. 

Les equations (0) expriment d'ailleurs que, par les transformations 
dugroupe F, les premiers membres Q,, . » .,Q^ demeurentinvariables; 
ces premiers membres sont, par suile, des invariants differentiels du 
groupe r. 

Tout autre invariant differentiel du meme groupe T, rationnel par 
rapport a tous les elements qu'il renferme, pent s'exprimer rationnel- 
lement a I'aide de ceux-la et de leurs derivees enx^, x^. . . , x^. 

En effet, la relation 

est une consequence necessaire des equations (0). Eliminons de U, 
en tenant compte des equations (0) et de leurs derivees, le plus 
grand nombre possible d'elements, nous obtiendrons evidemment 
une identite. La proposition est done etablie. 
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Les ins^ariants 12^, . . . , £lffforment, par consequent, pour le groupe F, 
un sysleme complet d' invariants (*). 

Nous avons vu que les systemes (T) et (0) sont equivalents; on 
pent conclure de cette equivalence la possibilite de deduire du sys- 
teme (T) un systeme de la forme 

oil les P// sont des polynomes en a?, x^, . . ., x^ dont le determinant 
nest pas nuL 

II en resulte immediatement qu'on peut deduire des equations (S), 
par de simples combinaisons lineaires, des equations de la forme 

oil les ^i sont egalement des polynomes ou des fractions rationnelles 
des variables a?, a?|, ..., x^. Ces dernieres equations peuvent done 
etre resolues par rapport a 12,, l^s, ..., 12^, et donnent, pour ces inva- 
riants, des fonctions rationnelles des variables. II est clair qu'on 
pourra, inversement, deduire les equations (S) des equations (S,). 
Ainsi, les relations rationnelles (S), invariantes par les transforma- 
tions du groupe F, peuvent se mettre sous la forme canonique 

dans laquelle les (2,- sont des invariants differentiels de F formant un 
systeme complet, et les oli des fonctions rationnelles des variables. 

Les resultats auxquels noussommes parvenus peuvent aussi s'enon- 
cer de la maniere suivante, qui met en evidence deux proprietes 
cssentielles du groupe de rationalite F. 

1° Tout invariant rationnel de F est egal a une fonction rationnelle 
des variables ar, a?, , . . . , a?^. 

1^ Toute fonction rationnelle de z^, , .,, z^et de leurs derivees, qui est 
egale a une fonction rationnelle rfe a?, a?,, . . ., ar„, est un invariant ra- 
tionnel de F. 



(1) Ajoutons que rien n'aulorise k Ics regarder comme fonctionnellement ind^pendants : 
il oxisto, en effet, des cas ou ils sont li6s par une ou plusieurs relations alg^briqucs. 
Ann. de i*^e. Normale, 3*Serie. Tome XV. — Ssptbmbre 1898. 4^ 
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9. Les equations canoniques 

(0) ^i Iziy ...,5„, ^, ... j — i2,. (Z,, . . .,Z«, j^y ••• j (f = 1,2, ..., A:), 

qui renferment toutes les liaisons entre deux systemes fondamentaux 
de solutions z^, ..., z„,Z^, .. ., Z^ des equations (S), sontevidemment 
equivalentes aux equations (S) signalees plus haut, qui expriment les 
memes liaisons. On obtiendra le systeme S, ou un systeme equivalent 

en remplagant les derivees ->—^, ..., au moyen des formules 

dZi dZi dzi dZi dz^ 

dxji dzi dxh dzn dx^. 



et en observant que les equations obtenues sont des identites par 

rapport aux derivees ^? •••• 

II n'est pas necessaire de faire cette transformation pour deduire 
les equations (2) des equations (0). Si Ton remarque, en effet, que 
les liaisons entre les z et les Z, exprimees par ces dernieres, sont les 
memes, quelles que soient les variables a?<, o^a, .. ., Xn^ il suflira de 
prendre, pour ces variables, les fonctions 5,, z^, ..., z^ elles-memes. 
On obtiendra ainsi un systeme canonique 

(2) ^/( Z,, . . ., Z„, ^j . • • j =z w/(2,, . . .fZ„) (i = 1,2,.. .,/'), 

qui est equivalent au systeme £ et qu'on pent, par consequent, re- 
garder comme etant le systeme S lui-meme. 

Les equations canoniques (0) ou (2), que nous venons de former, 
sont dites equations de definition du groupe F; leur forme particuliere 
met aisement en evidence un grand nombre de proprietes de F, et, 
reciproquement, on pent conclure du fait qu'elles definissent un 
groupe, des proprietes des fonctions rationnelles Q/(5). Nous nous 
bornerons a enoncer ici quelques-unes de ces proprietes dont Teta- 
blissement n'ofTre aucune difficulte : 

Les equations (2) admettent la solution Z/== :?/, qui correspond a 
la transformation identique de F. Les equations (2) ne changent pas 
de forme lorsqu'on y remplace les elements 5,, . . ., 5^, ou les elements 
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Z,, .., Z^, ou simultanement les uns et les autres, par ceux qui en 
derivent, a I'aide d'une transformation quelconque de F. 

Inversement, toute transformation a /i variables qui, effectuee sur 
les 5 ou sur les Z, n'altere pas les equations (S), appartient au 
groupe r. 

10. Nous avons fait observer d6ja qu'il existe, pour une meme 
equation 

differents systemes irreductibles tels que S, et differents systemes S 
correspondants. On passe des equations (S) a celles d'un autre sys- 
teme £' en faisant sur les z et les Z la meme transformation 

Zi=9^i{z\,z\y ...,0, 

oil les * sont des fonctions independantes, des n elements qui y figu- 
rent. 

Toute transformation de cette forme qui change les equations (S) 
en d'autres equations (2') rationnelles par rapport a tous les elements 
qui y Jigurent, permet de remplacer le systeme S par un autre sys- 
teme S' egalement irreductible. 

Precisons la nature des rapports qui existent entre le groupe V de- 
fini par les equations (2) et le groupe F defini par les equations (2'). 

Rappelons, dans ce but, que, si la lettre F designe la transforma- 
tion 

Z/ = F/(5,, . . .,5;,), 

qui remplace les z par les Z, on definit les puissances successives de F 
en posant 

F«z=i(F,F) =:F.F («), 

F'rr(FSF)=:F».F, 



( 1 ) On emploie ici, pour representor la composition des transformations, to signe ordinaire 
de la multiplication; il ne faut pas oubtier quo celte composition n'est, en g6n6ral> pas 
commutative. 
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La transformation immerse de F se represente par F~*, et Ton a 

en designant par I la transformation identiquc. 

Soit maintenant F une transformation quelconque de F remplaQant 
les z par les Z. II est clair qu'on peut remplacer cette transformation 
par les suivantes, effectuees successivement : 

I® La transformation $, qui remplace les z par les z'\ 

2? Une transformation F' de F, qui remplace les z' par les Z'; 

3® La transformation $"*, qui remplace les Z' par les Z. 

On a done Fidentite 

F = <&F'*-"* 

ou Fidentite analogue 

on dit, pour exprimer ces identites, que la transformation F est la 
transformee de ¥' par la transformation $, ou encore que F' est la trans- 
formee de F par la transformation $~' . 

Les transformations de F' sont done les transformees des transfor- 
mations de F par la transformation $. On ecrit souvent cela, d'une 
maniere abregee, 

Faisons encore remarquer en passant que, si Ton a, entre trois 
transformations de F, la relation 

A.B=:C, 

on a, entre leurs transformees par $, la memo relation 

Deux groupes F et F', tels que Ton puisse passer de Fun a I'autre 
par une transformation $ convenablement choisie, sont dits appartenir 
au meme type. Nous voyons done que, a toute equation 

correspond un type de groupes F, qui est seal bien determine; on pourra 



> 
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choisir arbitrairement un groupe appartenant a ce type, sous la seule 
condition que la transformation $ transforme les equations ration- 
nelles (S) en d'autres egalement rationnelles. 

11. L'etude des elements z^, z.,, . . ., 5^, d'un systeme fondamental 
de solutions de I'equation 

/ X ^ ^ ^ (^z . dz L ^z 

se decompose maintenant, d'une maniere fort nette, en diverses par- 
ties qui paraissent independantes, et que nous etudierons separe- 
ment : 

I® Formation effective des systfemes 2 differentSy c'est-a-dire des 
equations de definition d'un representant F de chaque type de groupe 
contenu dans le groupe ponctuel general F„. 

2® Determination du systeme 2» qui correspond au groupe de ra- 
tionalite F de I'equation (i); par consequent determination de ce 
groupe F. 

3*^ Etude particuliere du groupe de rationalite F, ainsi determine, 
permettant d'approfondir les liaisons des transcendantes z<, s^, ...,5^ 
avec leurs derivees des differents ordres et les variables, et, par con- 
sequent, de preciser la nature de leur iranscendance . 



III. — Determination du groupe de rationality. 

a. Formation des types de groupes ponctuels d. n variables. 

12. Nous avons a nous occuper d'abord de la determination effective, 
pour une valeur de n donnee, des Equations de definition (S) de tous les 
TYPES de groupes contenus dans le groupe ponctuel general a n variables. 
La theorie precedente exige, en effet, la connaissance des invariants 
differentiels independants pour chacun de ces types. Ce probleme gene- 
ral n'est pas encore resolu d'une maniere complete; les recherches de 
M. Lie et de ses eleves, notamment de M. Engel, resolvent des ques- 
tions voisines; mais, meme quand on suppose le groupe y?m, c'est- 
a-dire forme de transformations qui dependent seulemenld'un nombre 



-^ 
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limite de'parametres arbitraires, le problfeme que nous venons de poser 
reste a trailer (*). 

Nous donnerons simplement quelques indications generales, dont 
une etude qui ne peut trouver place ici elablirait Futility, etun resume 
rapide des resultats obtenus par MM. Lie et Engel. 

Nous Savons que tout groupe de transformations a n variables 
z,, . . .,Z;i est entierement deBni par un systeme completement inte- 
grable d'^quations rationnelles 

(2) Q/ iz^y . . M^n> ^~' ••• j =^/f Zi, .. •>Zn, ^> ••• j (<='> • • •>/>)> 

oil les Z sont les variables transformees des z^ et oil les variables 
a?, , . . . , a?/, ne sont pas transformees. Les 0/ constituent pour le groupe 
considere un systeme complet d' invariants differentiels qui conduit, par 
de simples derivations, aux invariants fonctionnellement distincts d'un 
ordre quelconque, superieur a I'ordre maximum des Q,. 

Les equations (S) etablissent des relations entre les z et les Z; elles 
ne dependent done des variables x qiien apparence. II suit de la que, si 
Ton fait sur les x une transformation quelconque 

ce qui entraine, d'une maniere generale, 

du ^ du dyoL 



2, 



-\^—y 






2 o'u oyaoyi _^ y 



dxidxu ^^^^dy^dy^ dxi dxf, ^^dy^ dxidx^ 



le systeme transforme est equivalent au systeme 

£2/ f 5i, .. .,5„, ^> • •• j =:i2/f Zi, . . .,Z„ -T^y • • • j («=: I, . . .,/>) 

qu'on deduit de (£) en remplagant simplement les x par les y de meme 
indice. 



(*) C/. S. Lie, Transformatiomgruppen, Erster Abschnitt, Kap. a8. 
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La condition precedente, necessaire pour que les equations (2) 
soient les equations de definition d'un groupe, est aussi suffisante. En 
effet, la composition de deux transformalions qui laissent les (2, inva- 
riables, donne une transformation qui possedera evidemment la meme 
propriete. Posons 

la determinalion des types de groupes a n variables revient a celle de torn 
les syslemes d' equations rationnelles, completement integrables 

(2) 0,.(x) = o, (1 = 1, ...,/?), 

tels que I' on ait, pour toute transformation des x en y 

On observe immediatement que les coefficients A,a ne peuvent 
dependre, ni des z ct de leurs derivecs, ni des Z et de leurs derivees; 

ce sont des fonctions des elements de la transformation -r^ , . . . . D'ailleurs, 

il est clair que le determinant des A/^ ne peut s'annuler si lesy sont 
n fonctions distinctes des x. 

On peut faire sur les equations (£) d'aulres remarques faciles qui 
ne sont pas sans importance : Les formules de transformation des 

derivees 3— j 3 — ^ — j • • • remplacent des derivees d'ordre k par des deri- 

vees d*ordlre egal a A: et des derivees d'ordre inferieur. Par consequent, 
si les equations (S) ne sont pas toutes du meme ordre, celles qui sont 
d'ordre egal ou inferieur a k, prises isolement, forment un sysleme inva- 
riant pour toute transformation des x ; elles definissent done un groupe. 

Par exemple, les equations (S) qui sont d'ordre minimum (x definis- 
sent un groupe ; les equations d'ordre (x et d'ordre ((x -i- i) definissent 
un nouveau groupe compris dans le precedent, etc. 

Supposons maintenant que, pour toute transformation des a?, cer- 
taines des equations d'ordre [x du systeme (S) forment un systeme in- 
variant; elles definiront un groupe qui comprendra parmi ses trans- 
formations celles du groupe defini par toutes les equations d'ordre [x. 
La remarque s'etend naturellement a tout systeme compris dans (2) 
qui reste invariant par toute transformation des x. 
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Observons enfin que les fonctions $, ne renferment pas les va- 
riables a;,, ..., ^,^, mais seulement les derivees ^> • ••; les transfor- 
mations a considerer sont done les transformations lineaires el homo- 
genes des derivees -p-i • • • qui resultent d'un changement arbilraire des 

variables x^, ...^x^. On y pent regarder les derivees ^ > -^ — ^y~ ' '" 
comme des paramelres arbitraires inddpendants. 

13. Nous avons jusqu'a present conserve les deux series de variables 5 
et Z; il est facile de se restreindre a la consideration des z et de leurs 
derivees. En effet, I'expression 

oil figurent seulement les Zy ne cbange pas quand on y remplace les z 
par les Z; ellene depend done que des elements ^^> T~r~^ — Nous 
avons alors, pour toute transformation des x en j, 

Q/(j) = 2*A.*Qt(a;)4-B,-, 

oil les A et Ics B ne dependent que des derivees -J^y 3 — 3^—? — La 

recherche des fonctions rationnelles Q, est evidemment un simple pro- 
bleme d'Algebre des qu'on limite Tordre des derivees qui peuvent y 
figurer. Mais il n'est pas certain que sans autre donnee que le nombre n 
on puisse limiter I'ordre des (2/ pour tous les types de groupes contenus 
dans r^ ; les types de groupes i>w/?n>wfV{/ysemblent devoir faire exception. 
Nous disons, comme en Algebre, qu'un groupe G contenu dans T^ 
est imprimitif qu2ind il existe des fonctions independantes, de z< , . . ., 2^, 
en nombre in/erieur a n qui s'echangent les unes dans les autres par les 
transformations de G. Quand on recherche les types de groupes, on 
pent supposer tout de suite que ces fonctions sont 5,, ..., z^; les 
transformations du groupe Glaissent alors invariant le systeme d*equa- 
tions 

Ces transformations consistent en une transformation des ele- 
ments s,, . .., 2^ associee a une transformation de z^-^^, . . . , s,, qui de- 
pend, en general, des elements de la premiere. 
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Un groupe qui n'est pas impriraitif est d\t primitif. II resulte evidem- 
ment des observations generales deja faites que dans la recherche des 
ili on pent commencer par en considerer un nombre minimum, qui se- 
ront alors transformes par un groupe lineaire /^nmeVj/* lorsqu'on fera 
sur les X une transformation arbitraire. Ce groupe Hneaire primitif 
sera manifestement wo/wor/?Ae (*) au groupe des transformations que 

subissent les derivees 3-^> • • • quand on fait sur les v une transforma- 

tion quelconque. 

On conlinuera a determiner les 12/ en ajoutant chaque fois le plus 
petit nombre possible d'equations d'ordre minimum de facon a definir 
un groupe, et nous savons qu'au bout d'un certain temps on ne pourra 
plus ajouter d'equations nouvelles sans obtenir autant d'equations que 
de derivees, c'est-a-dire sans tomber sur la transformation identique. 
Ces remarques meriteraient, d'ailleurs, une etude que nous n'avons 
pas rintention de faire ici (^). 

14. M. Lie a determine effectivement, par des methoJes sur les- 
quelles nous ne pouvons insister ('), tons les types de groupesy?m5 



(*) Pour la signiQcation de ce tormo, on peut so reporter k la th6orie des substitutions, 
ou aux pages suivantes consacr6es k I'dtude du groupe de rationality. 

(*) Ajoutons un beau th6or6me dA k M. Lie duquel il resulte que, parmi les Equations 
de definition d'un groupe a n variables, iljr en a toujours du premier ou du second ordre ; 
lh6or^mo 6tabli par Tomploi des transformations injinit&nmales et de leurs d6veloppe- 
ments au voisinage d'un point. On peut I'^noncer aussi en disant que le groupe g6n6rair„ 
seul renferme loutes les transformations quadra liqucs. 

On peut d6duire imm6diatement de \k quV/ suffit d'exprimer que les Equations {I.) de- 
meurent invariantcs par toute transformation quadra tique des jc pour qu'elles d6finissent un 

groupe. L'adjonction des relations t -= — 7— = o sinipliflo considdrablement les formules 

oxhdxkOxi ^ 

de transformation des d6riv6es ; la recherche des 12/ en se servant des transformations in- 

finit^^simalcs est aussi ramcn6e par cette rcmarquo k une forme simple. Mais ce sent la 

des questions dont nous dcvons remcttre I'^tude a un autre moment. II en est de mftmo 

des rapports de la mdthode adoptee avcc cclle employee par M. Engcl pour former les 

Equations de d^Qnilion des transformations infmitesimales d'un groupe et aussi avec cello 

due k M. Picard («); nous ne pouvons que renvoyer le lee tour k ces Iravaux. 

(') Cf. Transformationsgruppen, Dritter Abschnitt, p. 1 ^ 3i3. 

(*) Enoel, Math, Ann,, Bd. 27, 1886; E. Picard, Journal de Liouville^ 1892; P. Medolaohi, 
Annali di Maiematicay t. XX.V, 1897. 

Ann, de I'tcNormale, 3* Sdrie. Tome XV. — Sbptemdre 1898. 43 
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a une et deux variables et sauf une classe particuliere de groupes impri- 
mitifs, les types de groupes finis a trois variables. 

11 a forme, d'autre part (*), tous les types de groupes infinis (dont 
les transformations dependent de fonctions arbitraires) a deux va- 
riables et determine des classes importantes Ae ^to\xi^q% infinis primitifs 
a n variables. 

II y aurait lieu de preciser dans les tableaux des groupes imprimitifs 
donnes par I'illustre geometre norvegien, la nature des fonctions deter- 
minees qui figurent dans les transformations du groupe, de fagon que 
les equations de ddfinition (2) des transformations finies soient ration- 
nelles par rapport a tous les elements quelles renfermenl; nous avons vu, 
en effet, que c'est seulement sous cette restriction que ces resultats 
peuvent nous servir. Cette observation immediate ne s'applique pas 
aux groupes primitifs qui possedent, en general, des equations de defi- 
nition tres simples. Enongons a leur egard, les resultats obtenus par 
M. Lie : 

Groupes primitifs finis a deux variables : i® groupe projectif general, 
forme des transformations 



, ax -h by -{- c ,_ a' X -^ b' y -\- c' 



2? groupe lineaire general : 

x'^=zax -h by -{- c, y'=: a'x -^ b'y -^ c'; 

3° groupe lineaire special : 

x':^ax -\- by -^ c, y^za'x-hb'y-hc'^ ab'—ba'^n, 

Groupes primitifs finis a trois variables : i" groupe projectif general, 
a quinze parametres; 2*^ groupe lineaire general a douze parametres; 
3"^ groupe lineaire special a onze parametres; 4** groupe projectif a 
dix parametres qui laisse invariant le complexe lineaire 

dz '\- xdy — y dx -m o ; 

, ^ M„ II ■ ■■ M I ■ - - -* 

(>) Abhandlungen d. K* S. Gesellschaft d. WUsenschaften zu Leipzig) XXI; 1895. 
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5® groupe projectif a six parametres qui n'altere pas la surface 

6^ groupe des mouvements euclidiens; 7*^ groupe a sept parametres 
forme des deplacements et des homotheties; 8** groupe a dix para- 
mfetres des transformations conformes de Tespace ^, j, 5. 

Groupes primitifs infinis a deux variables : 1° groupe general F^; 
2*^ groupe des transformations qui multiplient les aires par une con- 
stante : 

3° groupe des transformations qui n'alterent pas les aires : 

^(X, Y)_ 



d{a:,y) 



I. 



Ces trois types de groupes existent quel que soit lenombre /ides va- 
riables. 

15. L'etude que nous aborderons tout a Theure du groupe de ratio- 
nalite montrera Timportance d'une classe de groupes : les groupes 
simples, lorsqu'il s'agit de definir des transcendantes de nature essen- 
tiellement nouvelle. Rappelons, tout de suite, les resultats classiques 
obtenus dans la determination des structures de groupes simples par 
MM. Lie, Killing, Cartan, Engel, etc. 

Groupes infinis : i® groupe general r„; 2^ groupe des transformations 
de contact en s, r,, ..., x^; 3^ groupe des transformations de contact 
homogenes en ^,, ..., oo^^.p^, ...,/?,^; 4*^ groupe qui n'altere pas les 
volumes a n dimensions : il est defini par la seule equation 

0\ X|, ...» \n ) 

Groupes finis (*) : i** groupe lineaire et homogene special a (/i^ — i) pa- 
rametres; n^ groupe lineaire et homogene a ^ parametres, qui 



( * ) Cf, pour plus de details : E. Cartan, Sur la structure des groupes de transformations 
ftnis et continus, p. 147. 
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n'altere pas x]-h. ,.-\-xl; 3^ si /lest pair, le groupe lineaire et homo- 
gene a ^^ — - parametres qui n'altere pas Texpression 

En dehors de ces types, qui peuvent ne pas etre tons disiincts 
(/I = 2, 3,4» 5, 6), il en est d'exceptionnels : (a) G,4 pour n=^\ 
(P) G52 pour n = 26; (y) G78 pour n = 27, Gi,, pour n = 5G, G248 
pour n = 248. 

b. Formation des resolvantes. 

16. Quand on a fixe, pour chaque type de groupes contenu dans le 
groupe general F,^, des invariants difTerentiels formant un systeme 
complet, que reste-t-il a faire pour determiner le groupe de rationalite 
d'une equation lineaire donnee? 

Nous Savons qu'il faut : i® former les equations resolvanles dont 
depend, pour chacun de ces types, la determination des invariants diffe- 
rentiels, puis 2^ reconnaitre pour lequel d' entre eux ces equations re'sol- 
vantes admettent un syUeme de solutions rationneUes. Ces deux problemes 
sontde difficulte tres inegale;le premier n'exige que des calculs alge- 
briques immediatement realisables, le second est un des problemes 
les plus difficiles de TAnalyse et n'a ete resolu que dans des cas tres 
particuliers, par MM. Painleve, Poincare et Autonne {loc. cit.). 

Les invariants difTerentiels d'un groupe T se partagent, suivant leur 
ordre, en differentes classes, ceux d'un ordre donne et d'ordre inferieur 
definissant a eux seuls un groupe qui renferme F. Considerons parmi 
les invariants de F, ceux qui sont d'ordre minimum (on sait que cet 
ordre est un ou deux) et parmi ceux-la ceux qui, associes en nombre 
minimum, definissentun groupe. Soient 4>«, ...,$;„ ces invariants et G, 
le groupe defini par les equations 

si les $ sont du second ordre, G^ n'est contenu dans aucun groupe 
plus grand, sauf F„, car les invariants de ce groupe pi us grand devraient 
etre des fonctions des elements $,,...,$„; si les $ sont du premier 



•^ 
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ordre, il peutarriver que certaines fonctions des $ et de leurs derivees 
definissent un groupe Gcontenant G, et qui ne sera, lui, contenu dans 
aucun groupe autre que r„. On comraencera, dans tons les cas, par 
former les resolvantes pour un groupe maximum dans r„ (G< ou G) de 
la maniere suivante : les equations 



*'=*'(^"-'5J;'"-) 



etant ecrites, on les differentie par rapport aux (/i -i- i) variables .r, 
a;^ , . .. , a?;, et Ton y remplace les derivees relatives a x par leurs expres- 
sions a Taide des autres derivees et des invariants differentiels de r„ 
deduites des equations X(:;/) = o, et des equations derivees. 

En eliminant les derivees -j^? •••> ce que Ton pourra evidemment 

faire apres un nombre limite de derivations, on aura les equations re- 
solvantes que verifient les $/. De plus, le groupe considere (G, ou G) 
etant maximum dans F^,, il n'est pas possible de reduire Tordre des 
resolvantes en faisant choix de fonctions rationnelles des $ comme 
nouvelles inconnues; le nombre des invariants $/ d'ordre egal a un ou 
a deux qui definissent le groupe est egalement invariant. 

On continuera Tapplication de la methode en n^ajoutant jamais que 
le nombre minimum d'equations nouvelles et en les supposant d'ordre 
minimum. Le raisonnement fait surG, pent etre repete surGa; onpeut 
done toujours s'arranger pour que chacundesgroupes F^^jG^Ga, ...,F 
soit maximum dans le precedent : le systeme forme par les resolvantes 
est alors primilif. 

Nous n'insisterons pas sur le developpement des remarques qui 
precedent, mais nous ferons remarquer, en passant, que V adoption 
d'une methode reguliere dans la formation des equations resolvantes est 
indispensable pour reconnattre exactement quels prohlemes precis on 
devra trailer pour determiner effectivement le groupe de rationalite F 
d'une equation donnee, Le plus simple de ces problemes, celui qu'il est 
necessaire d'avoir resolu pour fixer le groupe de rationalite de Fequa- 

tion j^ -h A-T^ = o, consiste en la determination des solutions parti- 

culieres algebriques de Tequation y' = A, et n'a pas encore ete traite. 
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IV. — £tude du groupe de rationality. 

a. Ddcomposition normale du groupe F. 

17. Le groupe de rationalite T de Tequation 

(.) X(.) = ^+A,-^+... + A„^=o, 

defini par les equations (£) etant determine, ia nature des transcen- 
dantes z,, . . . , s„, qui forment un systfeme fondamental de solutions 
de (i) verifiant les relations 

(S) 12/ f ;;,, . . -f-zM^i^' •• • j = w/(^, ^,, . . ., j?;,), 

est egalement determinee et ne depend pas du systeme fondamental 
choisi. 

Pour etudier ces transcendantes attachees au groupe F, il suffitd'etu- 
dier le groupe F lui-meme; e'est ce que nous allons faire en suivant 
pas a pas la marche adoptee pour I'etude des groupesde substitutions. 

Donnons d'abord quelques definitions, qui fourniront la generali- 
sation naturelle des notions communes relatives aux substitutions. 

Soient F et G deux groupes de transformations entre lesquels nous 
supposons qu'il existe une correspondance telle que : 

1** i4 toute transformation g de G correspond une transformation bien 
diterminee f deY\ 

'^ Au produit g^ de deux transformations de G correspond le pro- 
duit ff des transformations correspondantes de F. 

Nous dirons que le groupe F est isomorphe a G. 

A des transformations de G formant un groupe G' correspondent 
alors des transformations de F formant un groupe F'. 

Considerons les transformations de G qui correspondent a la trans- 
formation identique de F. Soient^, et g^ deux de ces transformations; 
le produit g^g2 aura pour correspondant dans F le produit 1. 1, c'est- 
a-dire la transformation identique. Les transformations de G qui corres- 
pondent a la transformation identique de F forment done un groupe H. 
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Soit ^I'une des transformations de G qui correspondent a la trans- 
formation /; il est clair que le produit gh, oil h est une transformation 
queiconque de H, correspond aussi a /. La meme observation s'ap- 
plique a toute transformation hg et ces transformations sont evidem- 
ment les seuies qui peuvent correspondre a/. 

Si Ton considere, d'aiileurs, la transformation ghg~^ de G, la trans- 
formation correspondante de F sera ff~^ , c'est-a-dire la transformation 

identique. On a done 

ghg-' — h, 
ou encore 

ce qu'on exprime en disant que le groupe H demeure invariant lorsquon 
le transforme par une transformation de G. 

Un sous-groupe H du groupe G, qui possede la propriete exprimee 
par ridentite 

est dit sous-groupe invariant de G. Nous venons d'etablirque, s'il existe 
un groupe F isomorphe a G, les transformations de G qui corres- 
pondent a la transformation identique de F forment un sous-groupe 
invariant H de G. La reciproque est evidente. Si G possede un sous- 
groupe invariant H, il existe un groupe F isomorphe a G pour lequel H 
correspond a la transformation identique. 

Associons, en effet, les transformations de G en faisceaux de la ma- 
niere suivante. Deux transformations g^i et^j appartiendront au meme 
faisceau si Ton a une identite de la forme 

h appartenant a H, a des faisceaux differents s'il n'y a pas d'identite 
de cette nature. 

Designons par une meme lettre / Tune queiconque des transforma- 
tions gh ou hg^ oil g est determine et h arbitraire dans H. Ces conven- 
tions faiteSy il est clair que si Ton a 

gg' = g"y 

on a aussi 
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les faisceaux de transformations f se composent done entre eux de ma- 
niere a former un groupe F. 

Ce groupe F sera, comme dans la theorie des substitutions, appeie 
quotient de G parH, etTon ecrira F = G/H pour rappeler sa formation. 

Ajoutons une observation sur Visomorphisme. Lorsque F est iso- 
morphe a G, la reciproque n'est vraie que si a une transformation / 
de F ne correspond qu'une transformation de G; on dit alors que F est 
holoedriquement isomorphe a G. 

18. Supposons que le groupe de rationalite F possede un sous- 
groupe invariant G; quelles conclusions pouvons-nous en deduire 
relativement au systeme (S)? 

Le groupe G est entierement defini par un nombre limite d'inva- 

dz 

riants rationnels par rapport a 5;< , . . . , s„, j^, • • • > qui s'ajoutent aux 

invariants de F. Nous supposerons ces invariants nouveaux classes de 
la maniere suivante : 

/lo invariants d'ordre v, Ij, . . ., \„^; 

/ij invariants d'ordre v4-i, I',, ...,1^,, qui ne s*expriment pas avec les 

invariants do F et les d^rivees des precedents; 
/ij invariants d'ordre v -h 2, Fj, . . ., I'i,, etc. 

Soit, en definitive, N le nombre des invariants nouveaux jusqu'a un 
ordre tel que lous les invariants distincts d*un ordre superieur s'ob- 
tiennent en derivant jusqu'a cet ordre ceux deja obtenus et les inva- 
riants de F; soit, d'autre part, J une fonction rationnelle quelconque 
de ces invariants. 

Nous Savons que, si g est une transformation quelconque de G et y 
une transformation quelconque de F, on a 



g^ appartenant encore a G. Appliquons la transformation y^ aux ele- 

dz 
ments s,. . . . , 5^, ^, •••> qui figurent dans J; nous aurons 

et comme 
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il en resulte 

y(J) = ^ty(J). 

Lafonction iransformee y(i) est done un invariant de G ct s'exprime a 
Taide des invariants de G qui sont au plus d'ordre egai a celui de J, 
puisque la transformation ne peiit elever Tordre de derivation. On doit 
naturellement comprendre ici, parmi les invariants de G, ceux de F; 
mais on remarquera tout de suite qu'ils sont inalteres par les trans- 
formations y. 

Les invariants I,, . . . , l^,^, -5-^, •• • , I',, . . . , I^ , . . . du groupe G, qui 

sont en nombre N, sont done transformes entre eux lorsqu'on trans- 
forme z, z„ par les transformations de F, et les transformations 

qu'ils subissentforment un groupe isomorphe a F^danslequel la trans- 
formation identique correspond a une transformation quelconque de G. 
Si Ton compare ce groupe au groupe des transformations subies par 
les faisceaux y^, considere plus haut et representc par F/G, on constate 
(\u*ils sont holoedriquement isomorphes. Nous designerons dans la suite 
les deux groupes par le meme signe F/G. 

Le groupe de transformations des invariants de G que nous venons 
de definir possede des invariants differentiels, qui sont evidemment, 

dz 

lorsqu'on les regarde comme dependant de jz,, . .., 5j„, -t^j --i des 

invariants du groupe F. Ceux d'entre eux qui s'expriment rationnelle- 

ment a Taide des elements fl, 1|, . . . , I;,,, -r-^y • • • sont done aussi des 

fonctions rationnelles des variables x^ x^, . . . , x^- 

Considerons un systeme complet de ces invariants (*); les relations 
correspondantes 



(A) 



Ayf i2/, II, . . ., Ino, ^' . .. j = ay(jr, j:,, . . .,x„), 



d'oii Ton a exclu les equations evidentes, 



(*) On obtiondra manifcstement un tol systeme en exprimant tons les U k Taidc des 
invariants nouveaux Ii, ...,!„,; I',, ... du groupe G. 

Ann,de I'^.c. Sormale. 3* Scrie. Tome W. Sbptembre 1898. 44 
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sont des equations aux derivees partielies qui definissent les ele- 
ments I<, .. . , I„ •, r^, Toute solution du systeme(A) s'obtientd'ail- 

leurs en appliquant a une solution particuliere une transformation 
convenable du groupe F/G. 

Les elements I,, ..., I„^; I'^, ... etant ainsi definis, on definira les 
transcendantes z^, . . . , s^h I'aide des equations 

(B) i ^ 



= ^i, 



( ^M/' — ^"'Tjy,' •••)-^A- 



oil les seconds membres sont tous les invariants distincts du groupe G. 

L'introduction explicite des invariants nouveaux I,, ..., 1„^; I'^, ... 
du groupe G permet done une decomposition des equations (S). Nous 
observerons que les equations (S) definissent les elements z^, . . . , 5,^, 
c'esl-a-dire les invariants de la transformation identique, au moyen des 
invariants de F, et nous enoncerons les resultats obtenus de la maniere 
suivante : 

Soient F un groupe quelconque de transformations des elements ^, , , . . , 
5„, G un sous- groupe invariant de F; considerons le systeme (S) qui 
definit 5|, . . . , Zj^ en partant des invariants de F, on peut y mettre en 
evidence : 

i^ Un systeme (A) qui definit les invariants de G en partant des inva- 
riants de F ; 

2° Un systeme (B) qui definit ^1, . . . , z^^ en partant des invariants 
deG. 

Ces deux syslemes sont entierement analogues au systeme initial et 
les groupes de rationalite correspondants sont respectivement F/G et G. 

19. Si Tun ou I'autre de ces groupes possede un sous-groupe inva- 
riant, on peut continuer la decomposition. Pour n'avoir a faire cette 
operation que dans un sens, il suffira de choisir G de fa^on que Tun 
des groupes G et F/G soit simple, c'est-ii-dire ne possede pas d'autre 
sous-groupe invariant que la transformation identique. 

Montrons, par exemple, que le groupe F/G est simple, si le groupe G 
n est pas contenu dans un autre sous-groupe invariant F deT et seulement 
dans ce cas. 
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Supposons, en effet, F invariant dans T et renfermant G; conside- 
rons les groupcs que nous avons designes plus haul par F/F, F/G 
et F/G, il est clair que les faisceaux/^" de F/G appartiennent a F/G; 
mais, d'autre part, on a 

le groupc F/G est done invariant dans F/G. 

Enfin, si nous faisons correspondre a la transformation identique 
dc F/G le groupe F/G, on obtiendra precisement le groupc F/F iso- 
morphe a F/G. 

Supposons maintenant que F/G possede un sous-groupe invariant H ; 
parmi les faisceaux yg^, il en est qui se transforment entre eux. Soicnt 
Yig'fl, ^iigb Jeux de ces faisceaux 

puisque Ton a, G etant invariant dans F, 

tya (t — (tod* 

Les transformations '^Kga^ ''hgby •••» oil ^ est quelconque dans G, 
ferment done un groupe F qui renferme G. 

Si H est invariant dans F/G, on aura, par exemple, pour tout 7 

ce qui exprime que F est invariant dans F. 

Lorsqu'un groupe G invariant dans F n'est contenu dans aucun 
sous-groupe invariant F de F, on dit qu'il est un sous-groupe invariant 
maximum de F. II resultera done des propositions elablies que tout 
groupe F donne une suite limitee {^) de groupes 

dans laquelle chaque terme est un sous-groupe invariant maximum du 



(1) La limitation de la suito resuitc dcs doux observations siiivanlcs : 

Tout groupe do transformations est cntieromcnt dcGni par un nombre bmit6 d'inva- 

riants diflrerentiols. 
Tout sous-groupe invariant d'un groupe possede au moins un invariant diiT6reniiel 

nouveau. 
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precedent. Les groupes T/G, G/G,, .... G^ji corrcspondaiUs sont, par 
consequent, des ^vo\\^(^s> simples. 

A la suite T, G, G,, . .., G^., i correspond une decomposition nor- 
male du groupe F, que nous indiquons en ecrivant 

r=:r/G.G/G, G,x/i, 

et qui nous permet de mettre en evidence dans les equations (S), par 
I'introduction explicite des invariants nouveaux des groupes G, G« , . . . , 
G^, I, des systemes d'equations pour chacun desquels on a un groupe 
de rationalite simple. D'une maniere plus precise, la determination 
des,, ...•s„ en partant des invariants de F (groupe de rationalite F) 
se ramene aux operations suivantes : 

1° Determination des invariants de G en partant de ceux de F 

(groupe r/G); 
2° Determination des invariants de Gj en partant de ceux de G 

(groupe G/G,); 

(fjL-i-2)° Determination des invariants 5,, . . . , -s^ de la transformation 
identique en partant des invariants de G^l (groupe G^/i). 

D'apres la definition que nous avons donnee de Vadjonction, on pent 
encore resumer les resultats qui precedent en disant : 

Les transcendantes z, , . . ., z^ quiform^enl un systeme fondamental de 
solutions de r equation 

et qui sont attachees au groupe de rationalite V ^ peuvent 6tre amenees a 
faire partie du domaine de rationalite par des adjonctions successives de 
transcendantes atta^chees a des groupes simples (* ). 

11 resterait a montrer comment, lorsqu'on donne les invariants difle- 
renticls du groupe F, on pent former effectivement une decomposition 
normale du groupe F^ c'est-a-dire determiner les invariants nouveaux 
des groupes G, G,, .... C'est la un probleme algebrique qui exige une 



(*) A quelque point de viie que Ton se place pour T^lude des transcendantes 5i, ..., c^, 
ii est clair que celte proposition doit gouvernor toutes les recherches. 
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etude speciaie ( * ). Nous nous bomerons a faire observer que lorsqu'un 
groupe H est un sous-groupe invariant maximum de G, les invariants 
nou^^eaux de H sonl necessairement tous du mime ordre. 

b. Invariants de la decomposition norinale, 

20. Revenons a la decomposition du groupe de rationalitc F et pro- 
posons-nous d'etudier ies differentes decompositions normales pos- 
sibles d'un meme groupe. 

Soient done 

r, H, Hi, . . ., I 

deux decompositions normales du groupe F, oil nous supposons que G 
et H ne coincident pas, sans quoi il suffirait de considerer Ies suites a 
partir du moment oil elles different. 

Les transformations de la forme gh forment evidemment un groupe 
contenu dans F; ce groupe est invariant dans F, car on a 

Mais, d'autre part, ce groupe contient G qui est un sous-groupe 
invariant maximum de F; il se confond done avec le groupe r lui- 
meme. Ainsi, toute transformation deT peut Stre obtenue comme produit 
d'une transformation de G et d'une transformation de )^ {^). 

Considerons maintenant les transformations communes a G et a H, 
elles forment un groupe K; monivon^ (\\XQce groupe Yi est un sous-groupe 
invariant de G et de U. 

So'iik une transformation quelconquede K; la transformation gkg~* 
appartiendra a H puisque k apparlient a H qui est invariant dans F; 
mais elle appartiendra aussi a G puisque k appartient a G. Cetle trans- 



(*) Dans un beau Travail, public par V American Journal of Mathematics (t. XVUI, 
1896); M. Cartan a fait cette 6lude pour les groupes dent les transformalions dependent 
d'un noinbro fini de param^trcs, en parlant dcs r6sultats relatifs k la structure de cos 
groupes. 

(*) Cette conclusion subsiste sous la condition que le groupe G, seul, soit un sous-groupe 
invariant maximum de F . 



35o J. DUACU. 

formation est done une transformation de K : 

ce qui exprime que Yi est invariant dans G. Le meme raisonnement 
montre que K est invariant dans H. 

Nous pouvons egalementconclure ^^qV^l (\\xeK est an sous-groupe inva- 
riant de r. On a, en effet, manifestement puisque, pour tout y, on pent 
poser Y = gh 

gh.k.li-'g-^ — gk^g-'—k^, 

c'est-a-dire 

ce qui etablit ia proposition. 

Envisageons maintenant les transformations des faisceaux que I'on 
pent faire correspondre d'une part aF etH, d'autrepartaG et K, c'est- 
a-dire les deux groupes F/H et G/K. 

Un faisce^udu premier groupe F/H est defini paries transformations 
yA ou Y est determine, et h arbitraire dans H. Si Ton remarque qu'on 
a toujours y = gh, on pent egalement le definir comme Fensemhle des 
transformations gh oil g est fixe et h arbitraire dans H. 

Soient g et g^, deux transformations differentes de G; a quelle con- 
dition donneront-elles des faisceaux differents? II faut et il suffit evi- 
demment qu*il n'existe aucune identite 

mais une telle identite exprime que A, est egal a g\^g, c'est-a-dire 
appartient a G : A, appartenant a la fois a G et a H appartient a K. On 
conclut de la, que deux transformations differentes g et g^ de G donne- 
ront dans F/H deux faisceaux differents s' il n existe aucune identite 

OIL k appartient a K. 

On reconnait manifestement la la condition necessaire et suffisante 
pour que les deux transformations g et g^ de G donnent dans G/K deux 
faisceaux differents. 

Si nous regardons comme correspondants deux faisceaux de F/H et 
de G/K qui correspondent a la meme transformation ^de G, il resul- 
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tera de cette correspondance que les deux groupes T/R el G/K sont 
holoedriqiiement isomorphes. 

Nous avons suppose ie groupe H maximum dansFet par consequent 
le groupe F/H simple; on pent done conchire des propositions qui 
precedent, que le groupe G/K est simple et par consequent que le 
groupe K est un sous-groupe invariant maximum de G. 

En resume, nous avons elabli que si 

I , (i, ill, • . • » I * 

sont deux decompositions normales de F et si I'on designeparK le groupe 
des transformations communes a G et a H : 

1 " Le groupe K est un sous-groupe invariant de F ; 

Qp Les groupes F/H et G/K sont holoedriquement isomorphes; 
et il est bien clair que la meme conclusion s'applique aux groupes 

r/G et II/K. 

21. 11 est facile de deduire de la les proprietes invarianles d'une de- 
composition normale. 

Supposons en premier lieu que K se reduise a la transformation 
identique. Les deux decompositions se reduiront manifestement a 

F, Cf, I, 

r, H, I, 

les groupes F/H et G seront holoedriquement isomorphes et il en sora 
de meme des groupes F/G et H. En passant d'une suite a Fautre, on 
permute seulement Tordre des groupes simples qu'il y a a considerer. 
Supposons raaintenant que K ne se reduise pas a la transformation 
identique et formons urie decomposition normale de K : 

Nous pourrons en deduire les deux decompositions normales de F 

r, G, K, Ki, . . . , I, 
r, H, K, Ki, . . . , I, 
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pour lesquelies les deux suites 

r/G, G/K, K/K„ ..., 

r/H, r/K, K/K„ ..., 

renferment, a Tordre pres, les memes elements ou du moins des 
groupes holoedriquement isomorphes. Pour etablir que cettc pro- 
position subsiste pour deux decompositions quelconqucs 

1 , If, if I y • • • « ' » 

1, 11, '1|« •••> '> 

11 suffira do comparer chacune d'elles a Tune des decompositions inter- 
mediaires que nous venons de former. 
Mais les suites 

1 f (f, ij|, ' ' ' 9 ' > 

1 f (if tX-f • • • f I 

ont deux elements identiques; il en resulte manifestement que, si Ton 
suppose la proposition etablie pour le groupe G, c'est-a-dire pour un 
groupe dont toute decomposition normale renfermem termes, elle sera 
vraie pour tout groupe F dont la decomposition normale renferme 
(m -+- 1) termcs. Or la proposition est evidente pour un groupe simple, 
c'est-a-dire lorsque m = 2; elle est done generale. 

Soit T un groupe de transformations et 

r, G, G,, . . ., I 

une decomposition normale quelconque de F; dans cette decomposition, 

les elements de la suite 

F/G, G/G|, . . ., 

qui sont tous des groupes simples, sont determines a Vordre pres, chacun 
d*eux pouvant, tout au plus, Hre rempUucepar un groupe qui lui est holoe- 
driquement isomorphe, 

Cette proposition, qui est a peu pres evidente, est d'une grande 
importance dans I'etude des transcendantes s<, ..., z^ attachees au 
groupe F; elle etablit en effet que toutes les adjonctions de transcen- 
dantes, auxquelles nous avons ramene I'adjonction de :;,, .. ., z^, sont 
essentielles. 
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22. Cherchons a completer les resultats qui precedent. Nous venons 
de voir que, dans une decomposition normaie, Tordre des groupes 
simples F/G, G/G,,... n'est pas completement determine. Toute 
permutation de ces elements est-elle possible; sinon, quelles sont 
celles que Ton peut obtenir? 

II est bien evident d'abord que si H est un sous-groupe invariant de F, 
on peut former une decomposition normaie de F qui renferme H. En effet, 
si H est un sous-groupe invariant maximum de F, on le prendra pour 
premier terme de la decomposition; sinon, on prendra pour premier 
terme le plus grand sous-groupe invariant de F, G, qui renferme H. 

Si H est maximum dans G, on le prendra pour second terme; sinon, 
on prendra pour second terme le plus grand sous-groupe invariant 
de G qui renferme H, etc. 

Cela pose, dans une decomposition normaie quelconque de F, chaque 
terme est un sous-groupe invariant du precedent, mais non de tons les 
precedents. Les termes qui sont, comme le premier G et le dernier i, 
des sous-groupes invariants de F, meritent une attention particuliere; 
c'est sur eux que va porter notre etude. 

Soit G/_| un terme de la decomposition qui est un sous-groupe inva- 
riant de F, le terme suivant G, etant invariant dans G/_,, mais non 
dans F. Considerons le groupe transforme de G/ par une transforma- 
tion Y de F qui n'appartient pas a G,_, ; ce groupe yG/Y""* est encore un 
sous-groupe invariant maximum de G/^i . 

En effet, les deux groupes transformes yGi-iY"* et yC^<Y~* ^^^^ 
respectivement isomorphes holoedriquement aux groupes G,», etG/; le 

groupe yG/Y'^ est done un sous-groupe invariant maximum deYG/«,Y~*' 
mais ce dernier groupe est simplement G/_,, puisque G/.< est invariant 
dans F. 

II suit de la que si G/«| est invariant dans F, mais non G,-, on 
peut remplacer G/ par un quelconque des transformes yG/Y'*- Qu'en 
resulte-t-il pour les termes suivants de la decomposition? Nous desi- 
gnerons par K le groupe des transformations communes a G/ et a tous 
ses transformes Y^/Y"*' et nous remarquerons que ce groupe K est in- 
variant dans F. 

Considerons ensuite le groupe U des transformations communes a 
G/ et a yG,y"* ; ce groupe H sera, d'apresdes propositions precedentes, 

Ann, de I* Ac, Normaie. 3" Serie. Tome XV. — Septbmbbb 1898. 4^ 
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un sous-groupe invariant maximum de G, et de yGiY"*. Nous pouvons 
done prendre, pour continuer la decomposition, les termes 

G/_,, G,, H ou bien G/_,, yG/y-*, H, 

et il importe de remarquer que les groupes G|-.,/G/ et yGiY~7H sont 
holoedriquement isomorphes. Comme il en est de meme des groupes 
Gi-«/G/ et G/-.,/yG| Y~* , on pent en conclure que les deux groupes G/_,/Gi 
et G//H, quise suivent, sont holoedriquement isomorphes. 

Supposons que le groupe H des transformations communes a G, et ^ 
YGiY"* ne soit pas identique a K, groupe des transformations communes 
a G| et a tous ses transformes dansT; considerons alors un autre groupe 
transforme de G/, Yi^/yT'* ^t designons par H| le groupe des transfor- 
mations communes aux trois groupes G/, yG/y~'» Y«^«TT*' ^^ groupe H, 
est contenu dans H et n'est pas identique a H lorsque Yi est convcna- 
blement choisi; il peut ou non etre egal a K. Representons d'une 
maniere generale par H/ le groupe des transformations communes aux 

groupes 

G/, yG/y-S yiG/y;*, ..., y/G,y7S 

en supposant les transformations y, ^f, , .., y^ de T choisies de telle 
sorte que H^ soit contenu dans H/_,, H/_, dans H/_2, etc. 11 est clair que 
Tun des groupes de la suite 

H, H|, . . . , H/ 

se reduira a K et que tous les groupes suivants seront egaux a K; 
en effet, le groupe K etant completemcnt defini par un nombre limite 
d'equations et chaque groupe H^t possedant au moins un invariant de 
plus que le precedent, le nombre /, tel que H/ = K, est necessairement 
limite. 

Nous alions^tablir que r on peut /aire /igurer, dans une decomposition 
normale de F, la suite 

Gi-i, G/, H, H|, ..., H/_i, K, 
et que tous les groupes 

Gi-,IGn G,/H, H/H„ ..., H/.,/K 
sont holoedriquement isomorphes. 
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23. La proposition est demontree pour les trois premiers termes; 
supposons-la vraie pour toute suite 

Gi-i, G/, H, Hi, ..., H>i._i, 
et demontrons-la pour la suite 

G/_i, G/, H, Hj, ..., H/,_,, Hx. 
Le groupe H>;_, est forme des transformations communes aux groupes 

Gi, yGr/~', ..., yA-iG/yA_'i» . 
et ie groupe H^ des transformations communes aux groupes 

G/, yG/y-', ..., y*-iG/y;^i,, yA-G/y^.*. 

Considerons le groupe H)._, forme des transformations communes 

aux groupes G/, yG/y"', ..., YA-jG/Y^^lg, ^kGi^'i,*; 11 est clair que la 

suite 

G|_|, Giy H, Hi, ..., Ha— 2, H;t-i 

figure dans une decomposition normale de F et donne les groupes 

simples : 

G/_i/G/, G/7U, ..., Ha_i/H'x:-i, 

qui sont holoedriquemcnt isomorphes, puisqu'on suppose la propo- 
sition vraie pour toute suite de ^-h2 termes. 

Par definition, Ha est forme des transformations communes a HJ^_, et 
a Ha_, : c'est done, d'apres un theoreme etabli plus haut, un sous- 
groupe invariant maximum de chacun de ces groupes et si Ton con- 
sidere les suites 

Hyt-i» Ha_i, Ha, 
Ha -2) Hi-i> Ha, 

les groupes Ha_2/Ha«, et H)^, JH^ sont holoedriquemcnt isomorphes, 
ainsi que les groupes HA-a/H^., et Ha-i/Ha. 

Comme, d'autre part, Ha-o/Ha., est holoedriquemcnt isomorphe a 
Ha-^2/Ha^i, on pent en conclure que Ha-s/Ha.^, et Ha_,/Ha sont holoe- 
driquemcnt isomorphes, ce que nous voulions demontrer. 
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Toute decomposition normale de T peut done s'ecrire sous une forme 

pour laquelle G/ est un sous-groupe invariant de T chaque fois que 
G|_,/G/ et Gi/Gi+i ne sont pas holoedriqucment isomorphes. 

24. Nous sommes parvenus a la determination de 5,, ..., z„, trans- 
cendantes attachees au groupe F, par des adjonctions successives de 
transcendantes attachees a des groupcs simples : les invariants nou- 
veaux des groupes G, G|, . .., G^^ qui forment une decomposition nor- 
male de r. On peut arrivcr au meme resultat par une voie un peu dif- 
ferente qui presente un interet particulier. 

Considerons, a cote de la decomposition normale 

la suite de groupes F, F,, . . ., F^^, Fjj^.,, oil F/ represente le plus grand 
souS'groupe de G|«| qui renferme le groupe G/. Ce groupe F/ existe tou- 
jours, mais il peut se reduire a G,. 

SoientJ|,J2, ..., Ja 'cs invariants de G, qui ne sont pas des inva- 
riants de G/_,; ces invariants sont tous du meme ordre et subissent, 
quand on transforme 5,,...,^« par les transformations de G/_,, les 
transformations du groupe simple G/_,/G|. Le groupe F/, qui a evidem- 
ment G/ comme sous-groupe invariant maximum, est defini par des 
invariants 

qui n'appartiennentpas a G,_| et qui sont des fonctions de J,, . . ., J^ et 
de leurs derivees, toutes du meme ordre de derivation. Ce sont preci- 
sement les invariants diflercntiels du groupe simple F//G/ de transfor- 
mations des elements J,, . . ., J^. 

On peut former les resolvantes dont depend la determination de 
9,, ..., <p/ en partant des invariants de G/_,; ce sont ces resolvantes R 
que nous allons etudier. 

Tous les groupes F,, F|, ..., transformes de F, par une transfor- 
mation de G,_,, n'ont en commun que les transformations de G/; on 
peut d'ailleurs en cboisir un nombre limitc m, de telle sorte que les 
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transforinalions communes a 

soient seulement celles tie G/. 11 resulle de la que les invariants J,, ..., 
J^ de Gi peuvent s'exprimep rationnellement a i'aide desmsystemes 
de solutions 

cpj, ..., 9? [A=i:o, I, .., {m — })] 

des resolvantes R. 

Comme, d'autre part, les invariants d'un transforme quelconque de 
Yi dans G/_| sont des fonctions de J,, . . ., J^ et de leurs derivees, tout 
systeme de solutions des resolvantes R s^exprimera rationnellement a 
Vaide de msystemes convenablement choisis (*) de solutions particulieres. 
Les resolvantes R possedent des systemes fondamentaux d'integrales et 
Tadjonction de la solution la plus generate de ces resolvantes reduit le 
groupe de rationalite a G/, c*est-a-dire produit le meme effet que Tad- 
jonction de J^, . . ., J^. 

Les observations precedentes permettraient de voir, d'une maniere 
generale, ce qui se passe lorsqu'on veut adjoindre au domaine de ratio- 
nalite les invariants nouveaux d'un groupe G qui n'est pas invariant 
dans le groupe de rationalite F; il est necessaire d'adjoindre en meme 
temps la solution la plus generale des resolvantes dont ils dependent. 
On parviendrait ainsi a la generalisation du theoreme bien connu de 
Lagrange; nous n'insisterons pas sur ce sujet. Pour le moment, nous 
nous bornerons a faire observer que les groupes simples F,/G,-, 
F^./G/, ..., F|'""*yG, sont des sous-groiipes maxima de G|_i/G/ et qu'ils 
n'ont en commun que la transformiation identique. Toute transforma- 
tion de G/_|/G/ peut etre obtenue comme produit de transformations 
de ces m groupes. Enfin ces groupes sont permutables. 

La maniere dont nous les avons definis suffit a mettre en evidence : 

1® Vinvariance du nombre m^ 

1^ L'invariance du type de Vun des groupes F,/G/, lorsqu'on passe 
d'une decomposition normale de F a une autre, puisqu'on remplace 

( * ) lis ne sont assujetlis qu'^ ne pas v6ri(icr des relations d'egalit6 faciles k former. 
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simplement les groupes simples G/_,/G| par des groupes qui leur sont 
holoedriquement isomorphes (*). 

c. La r^sohante gene rale, 

25. La theorie generale des equations lineaires que nous venons 
d'esquisser pourrait etre presentee en suivant de plus pres encore la 
voie ouverte par Galois en Algebrc ct adoptee par M. Picard dans sa 
theorie des equations differenlielles lineaires. Nous nous bornerons a 
indiquer rapidement la methode a suivrc. 

Soil toujours 

(I) X(5)=:.- 4-A,3-+...4-A„ 



dx dxx dxn 

Tequation a etudier, dont les coefficients sont rationnels, et 5,, ..., z^ 
un systeme fondamental de solutions. 
Posons 

oh les u sont des fonctions rationnelles arbitraires des variables Xj 
a7|, ,,,, x^; la fonction Z verifie, quel que soit Ic systeme fondamental 
^n • • •» ^/i» une equation facile a former et qui suffira a la definir. 
Nous remarquerons, en eflet, qu'on a identiquement 

et c'est la, d'ailleurs, la seule equation independante des derivees pre- 
mieres de 5|, . . ., Zn que Ton puisse former en derivant une seule fois. 
La meme remarque donnera done aussi 

X,(Z) — X,(w,) sj + ...-+- X,(m„)5„, 
X,(Z)in:Xa(w,)^i-l-...-l-Xj(w„)5„, 



si Ton convient d'ecrire 

X[X,(«)] = X,^,(a). 



( ^ ) On pourra comparer les indications qui pr(5c6dent avec la g<^n6ralisalion, donn^ 
par MM. Lie et Vessiot, du th<^or6mc de Jordan, pour ia decomposition normale des groupes 
Jinis : Vessiot {Annates de I'^cole Normale, 189a); Lie {Tra/ts format ionsgruppen, HI, 
p. 104 ). 
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On conclut de la que Z verifie Tequation aux derivees partielles 
d'opdre /i, 

Z Ui ... lln 

X(Z) X(M,) ... X(m„) 



(2) R(Z)== 



^ o. 



j X„(Z) X„(m,) .. X;,(W„) 

C'est cette equation que nous appelons la resolvante gdnerale de 
Tequation (i). 

II resulte de la remarque faite plus haul que cette equation est 
Tequation d'ordre minimum que verifie Z; il est facile de montrer que 
toute equation d'ordre superieur a n satisfaite par Z est une combi- 
naison lineaire de la resolvante generale et des equations derivees. 

Toutes les equations independantes des derivees des z^ appartiennent 
evidemment a la suite 

X/(Z) = X/( i/j );:,-+-... -4- X/( i/„)5„; 

toutes les equations en Z qui peuvent s'en deduire s'ecrivent sous 
forme de determinant analogue a R; mais, d'autre part, Tequation 
R(Z) — o et celles qui s'en deduisent en appliquant Toperation X(/), 

c*est~a~dire 

X[R(Z)] = o, X,[R(Z)] = o, 

permettent d'exprimer X„(Z), X„+, (Z), ... en fonction lineaire et ho- 
mogene de Z, X (Z), Xj (Z), . . . , X^_| (Z). L'equa tion consideree d'ordre 
superieur k n se ramene ainsi a I'ordre (n — i); elle ne pent etre alors 
qu'une identite. 

26. La fonction Z regardeecomme dependant des elements J3|, ...,z„ 
ne demeure invariable par aucune transformation de ces elements ; c'est 
un invariant caracteristique pour la transformation identique. 

A toute solution Z de (2), oil les Msont fixes, correspondent n solu- 
tions z,, . . ., 5;, de Tequation (i). Pour les obtenir, nous considerons 
les relations, en nombre /i, 

Z = "i -1 -+-... 4- l/„5„, 

X(Z)= X(W,)3,-|-...-+-X(l/;,)^„, 



Xn-1 (Z) = Xn-i ( Wi ) «i -h . . . 4- X„.., ( l/„ ) Z„, 
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et nous les resolvons par rapport a z^, . , ., z^- Cela est possible a la 
seule condition que le determinant 

soil different de zero, ce qui a evidemment lieu pour une infinite de 
determinations des u. 

Remarquons aussi que cette condition exprime simplement qu'il est 
impossible d'eliminer les z entre les equations 

tant que k est inferieur a n. 

Toute solution Z de la resolvante generale conduit done a un sysleme 
de solutions z^^ , ,.^ z^de r Equation X(z) =: o; ees solutions s'exprimenl 
rationnellement a I'aide de Z el de ses derivees jusqu a I'ordre (n — i). 

Pour que le systeme ainsi obtenu soil fondamental, il fautet il suftit 
que tons les determinants fonctionnels des z pris par rapport a n des 
variables 07, a?t , ..., j:„ ne soient pas nuls simultanement. Si Ton ob- 
serve que le coefficient de ^ dans X(s) a ete suppose egal a Tunite, 
de telle sorte que 

on voit qu'il suffira d'ecrire que D n'est pas nul. 
En portant dans 

(/(:ri, . . . , J^n) 

Texpression des z au moyen de Z et de ses derivees, on trouve une equa- 
tion d'ordre n 

A(Z) = o, 

que nous appellerons equation discriminante . Toute solution Z de la re- 
solvante generale qui n^annulepas^(Z) donnera un systeme fondamental 
de solutions de V Equation (i). 

27. Soit Z une solution de R(Z) == o qui conduit a un systeme 
fondamental 5^, ..., 5^,; toute autre solution Z', de meme nature, de la 
resolvante generale pourra s'ecrire 
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oil les (p designent n fonctions independantes de z^^ ..., 5;,. Elle 
s'exprlmera done avec Z ct ses derivees jusqu'a Tordre (/i — i) sous 
une forme determinee, qu'on obtient en remplagant s, , . . ., 5^, par leur 
expression a Faide de Z, X(Z), . . ., X„., (Z). Inversement, 94, . . ., 9» 
etant des fonctions independantes de jz,, ..., 5^, la solution Z peut 
s'exprimer rationnellement a Taide de Z', X(Z'), ..., Xrt_,(Z'). 

L'equation resolvante R(Z) = possede, par consequent, la pro- 
priete remarquable suivante : La solution la plus generale de cette equa- 
tion peut s'obtenir par une formule determinee oiijigurent n fonctions 
arbitraires de n arguments determines qui dependent rationnellement 
d'une solution fondamentale Z et des combinaisons X(Z), . . ., X^,^, (Z). 

La resolvante appartientdoncalaclasse si importante des equations 
qui possedent des systemes fondamentaux d'integrales. 

28. Ces preliminaires etablis, nous pourrions interpreter, dans le 
domaine [Z] d'une solution fondamentale de la resolvante, les resultats 
demontres par d'autres voies; mais Tapplication de la theorie generale 
esquissee au Chap. II sous le nom ^'integration logique suffit a obtenir 
les points essentiels sans aucune difficulte. 

D'abord, pour determiner la solution generale de R(Z) — o, il 
suffira d'en etudier une solution fondamentale Z. Le systeme R(Z) = o 
qu'il y a lieu de considerer est irreductible ou reductible. 

Dans le premier cas, les seules relations rationnelles verifieespar Z 
sont les consequences necessaires deR(Z) = o; aucune reduction 
n'est possible. 

Dans I'autre cas, il existe des relations rationnelles en Z et en ses 
derivees compatibles avec Tequation R(Z) = o et qui n'en sont pas 
des consequences necessaires. Considerons Tun des systemes irreduc- 
tibles en lesquels R(Z) = o se decompose, et les fonctions rationnelles 
de Z et de ses derivees qui s'expriment rationnellement en a?, a?i, . .., 
ir„, en vertu des equations de ce systeme. Ces fonctions s'expriment 
rationnellement a Taide d'un nombre limite d'entre elles, A<, ..., Aa, 
rationnellement independantes et de leurs derivees; si Ton pose 



.0:=V,Ai-h...-i-V;tA 



kf 



oil les V sont des fonctions rationnelles arbitraires de x^x^, ..., j?„, 

Ann, de Vt.c, NormaU, 3* Serie. Tome XV. — Octodbb 1898. 4^ 
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on peut allirmer que tous ies A s'expriment rationnellement en et ses 
derivees. L'equation 



(^) K''^ 



— OC \ Xy JT J , . , . , Xf^ ) 



est irreductibie et definit completement la reduction de Tequation 
R(Z) — o. Les transformations qui font passer d'une solution fonda- 
mentale Z de (3) a une autre solution fondamentale Z' de la meme 
equation, forment un groupe qui est holoedriquement isomorphe au 
groupe de rationalite T deja defini. La fonction est, pour ce groupe, un 
invariant caracteristique; d'oii la double propriete du groupe de ratio- 
nalite. 

Enfin, si Ton fait sur Z, X(Z), . . ., X;i_,(Z) une transformation qui 
n'appartient pas a F, on obtient une autre equation 

(3') %'\l\-^i ...J=z:a(x,j:'„ ...,:r„), 

qui definit un groupe de rationalite T transforme de F et qui lui est, 
par consequent, holoedriquement isomorphe. 

La theorie de la reduction aux transcendantes attachees a des 
groupes simples se poursuivrait manifeslement sans difficulte. Nous 
n'insisterons pas davantage sur ce point, quitte a y revenir ulterieure- 
ment. 

V. — Applications diverses. 

a. Etude de rcquation 
(.) |^ + A§^=o, 

OX Of 

oil A est ration ne I en x et y, 

29. Les types de sous-groupes du groupe ponctuel general a une 
variable, dont la transformation generale est 

F -?(/), 

o designant une fonction arbitraire, renferment tous un nombre fini 
de parametres, au plus egal a trois. Ces types sont : 
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a, Ic groupe projectif general, forme des transformations 

p, le groupe lineaire general 

Y, le groupe complexe des transformations 

oil 6 est une solution de I'equation 6" = i ; 
S, le groupe lineaire et homogene 

qu'on peut remplacer par le groupe de translation 
£, la transformation identique 

II existe done six classes de fonctions de deux variables ^ et j qui 
peuvent verifier une equation de la forme (i). 

Classe gdnerale. — Le groupe de rationalite est le groupe pouctuel 
general. Quelle que soil la solution particuliere/(^, j), elle ne verifie 
pas d'autres relations rationnelles que celles qu'on obtient en combi- 
nant lineairement Tequation (i) avec ses derivees. 

Classes speciales. — a. L'equation de definition des transformations 
du groupe est 

dp \ df 

L'invariant caracteristique I peut s'ecrire 



^7 
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la rcsolvantc dont il depend et qui doit admcttre une solution ration- 
nelle est 

dx dy dy dy^ ~" 

p. L'equation de definition des transformations du groupe est 

L'invariant caracteristique 

J- ^^"' 

la resolvante dont il depend et qui doit admettre une solution ration- 
nelle est 

dx dy\ dy J 

Les invariants I et J sont lies par la relation 

dy 2 
Y- L'equation de definition du groupe complexe 

F = 0/-+-^ ou 0«=i 
pent s'ecrire 

L'invariant caracteristique K sera 



K 



<%)'■■ 



la resolvante dont il depend et qui devra avoir une solution rationnelle 
sera 

(?K , (?K ^ dX 
dx dy dy 




ESSAI SUR UNE THtORIE GENfeRALE DE l'iNTEGRATION, ETC. 365 

On a, (I'ailleurs, entreKet J, la relation 

I OK 



3 = 



nK dy 



II est bien evident que le type y, dont Tequation de definition ren- 
ferme un entier arbitraire n est, au fond, Ic representant d'une infinite 
de types distincls, correspondant aux diverses valeurs de cet entier. 

S. Le groupe de rationalite est le groupe de translation 

dont I'equation de definition est 



L'invariant caracteristique 



57^'- 






verifie la relation 






qui n'est autre que I'equation au multiplicateur de Jacobi. II y a done 
un multiplicateur L qui est rationnel. 

Ajoutons que ce type pent etre regarde comme compris dans la 
famille precedente, lorsqu'on y fait n = i. 

e. Le groupe de rationalite etant forme par la transformation iden- 
tique, I'equation (i) admet une solution rationnelle en x eiy. 

30. La classification precedente constitue egalement une classifica- 
tion des divers types de transcendantes qui peuvent verifier Tequation 
difTerentielle ordinaire 

(2) g=.A(^,j), 

et qui dependent d'une constanle arbitraire c. La fonction y etant, en 
effet, definie par Tequation implicite 
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la fonction/satisfait a Tequation 

et reciproquement. II y a done cinq types de transcendantes qui 
peuvent verifier Tequation (2). 

Nous ferons remarquer, en passant, que Tequation generale dite de 
Biccali : 

appartient toujours au type (a). L'equation en I danslaquelle -^-^ = o 

admet, en effet, la solution rationnelle I = o. 

11 suffit, au contraire, de prendre pour A une fraction dont les deux 
termes sont des polynomes generaux du troisieme degre en x et y 
pour obtenir des transcendantes du type general, c'est-a-dire pour 

lesquelles Tequation ■—- 4- A^ = o appartient a la classe generale. 

Les types que nous venons d'etablir sont evidemment tres generaux ; 
il suffit pour s'en convaincre de considerer le plus simple, qui est forme 
de toutes les fonctions definies par une quadrature de differentielle 
totale exacte portant sur une fonction rationnelle de deux variables 

dz =: \ dx -\- li dy avec —-=:-—; 

-^ dy dx ' 

ie groupe de rationalite F est i?, = 5 4- const. 

Get exemple nous montre aussi de quelle nature seront les classifi- 
cations ulterieures. En eflet, le cas ou I'integration se fait algebrique- 
ment etant ecarte, une simplification ne pent se presenter que si la 
transcendante zpeul s" obtenir a Vaide de transcendantes attachees a diffe- 
rents sous-groupes de F, mais dependant d'un moins grand nombre de 
variables (*). 

Dans Fexemple que nous adoptons, les seules transcendantes atta- 
chees au groupe z^=z-\-c^i qui dependent d'une variable se reduisent 



(1) n faut naturellemenl que ces sous-groupes soient choisis de telle sortc que toules 
les transformations do r puissent r6sulter de la combinaison de leurs transformations. 
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a la fonction logarithmique. Nous devons done rechercher si Ton n'a 
pas 

dz = dR-\- Xi -+■ OLt ^ H-. . ,-\- dp — -y 

W| Wj ^ Up 

oil les elements R, m,, ..., Up sont des fonctions rationnelles de a? ct j 
ct les elements a,, ag* • • » */> des constantes necessairement ration- 
nelles ou appartenant au meme domaine dc rationalite que les coeffi- 
cients de A et de B. 

Si Ton introduit, dans le domaine de rationalite, une fonction alge- 
brique de a: et j, on augmente beaucoup le nombre des types qui 
correspondent a Tequation du premier ordre, ecrite cette fois sous 

la forme 

y'—f{^yy^^) avec 9(j7, y, ^)==o. 

Ainsi, dans le cas d'une seule variable x^ on trouve pour transcen- 
dantes attacbees au groupe de translation toutes les integrales abe- 
liennes; dans le cas de deux variables on aura toules les integrales de 
differentielles totales attacbees a une surface algebrique, etudiees par 
M. Picard. 

Le groupe de rationalite etant z^ = z -j- Cy les reductions ulterieures, 
s'il en existe, ne peuvent que ramener ces derniers elements, qui de- 
pendent des variables x ety, a des sommes d'integrales abeliennes qui 
dependent d'un seul argument algebrique en ^r et j et a des fonctions 
algebriques et logarithmiques. Bien entendu, Tetude du domaine [0] 
amenera aussi a considerer des cas analogues a ceux qui se presentent 
dans la reduction des integrales abeliennes d'un certain genre a un 
genre inferieur; toutes ces reductions n'affectent en rien le groupe de 
rationalite. 

31. II existe evidemment pour une equation lineaire aux derivees 
partielles quelconques 

a coefficients rationnels en x, x^, . . . , x^^ des cas remarquables de re- 
duction identiques a ceux que nous venons de trouver pour Tequation 
a deux variables et qui se presentent quand on etudie les relations 
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rationnelles qui lienta ses derivees etaux variables une seule solution z 
de Inequation (i). Nous nous bornons a les signaler pour montrer le 
parti que Ton pent tirer de la connaissance de la transformation 
Z=f{z) qui laisseinvarianterequation (i), quelle que soil la function 
d'un seul argument, designee par/. 

Ces cas se presenteront quand le groupe de rationalite F de I'equa- 
lion (i) sera imprimilify Vune des solutions etant attachee au groupe 
ponctuel general a une variable ou a Vun de ses sousgroupes. 

Si Ton pose 

dz dz dz 



djc djCf dx, 



on aura 

I -4- A, B, -«- . . . — A„ B« — o, 

et les resolvantes dont depend la determination de B,, . .., B^, admet- 
tront une solution rationnelle. 

On aura evidemroent des reductions analogues dans tons les cas oil 
le groupe T est imprimitif. 

b, — Equations differentietles ordinaires du second ordre. 

32. L'etude de Tintegrale generate (avec deux constantes) de Tequa- 
tion 

(») r'-/i-r»/» v') 

oil f est rationnel, amene a considerer, lorsqu*on la definit par les 
deux equations 

les divers types de groupes contenus dans le groupe ponctuel F^, 
puisque o, et o^ forment un systeme fondamental de solutions de 
Fequation 

Le nombre de ces types est d'environ soixante, alors merae qu'on 
neglige les groupes complexes qu'on obtient en associant a un groupe 
defini par un systeme d'equations algebriqueraent irreductible un 
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groupe fini g (compose d'un nombre limite de transformations) 
contenu dans le plus grand groupe G qui renferme H comme sous- 
groupe invariant. Nous ne pouvons songer a faire une etude tant soil 
peu complete de ces differents types. 

Les types primitifs, finis ou infinis, sont au nombre de six. Les 
types primitifs finis sont lineaires ou projectifs; ils ne donneront rien 
de particulier. Quant aux autres, on les caracterise en quelquesmots : 
Le groupe general T^ correspond a I'equation (2) generate; le groupe 
defini par la relation 

correspond a une equation (2) pour laquelle les derivees logarithm 
miques d'un muUiplicateur de Jacobi sonl rationnelles ; le groupe defini 
par la relation 



^(9i»9j) 






correspond a une equation (2) pour laquelle il y a a/i muUiplicateur 
ralionnel et un seul. 

Ces observations evidentes faites, nous indiquerons quelques reduc- 
tions remarquables pour lesquelles le groupe de rationalite de Tequa- 
tion (2) est imprimitif. On peut alors se proposer de determiner 
successivemenl ^< et ^2? c'estd'ailleurs le seul cas oil il en estainsi. 

Les deux groupes imprimitifs et infinis que nous signalons sont 
formes des transformations (*) $< = F((pi) oil F est arbitraire, avec 



^«=:5sr ?« 






OU bien 



0,= 



( 






^9\ J L ^9i 




( * ) Gf. Ahhandbingen der K. S. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, XXI, 1895. 
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Pour I'un et pour i'autrc, il existera une equation lineaire 

oil A est rationnel, compatible avec I'equalion (2) et qui definira la 
solution 9|. Or, si Ton forme Tequation que doit verifier A, on trouve 

Les autres invariants differcntiels des groupes consideres sont sim- 
plement 

^y L ^y 

on formera aisement les resolvantes donl ils dependent et qui devront 
admettre des solutions rationnelles. Observons seulement que la deter- 
mination de ces invariants equivaut a celle de la solution 92* lorsque 
9^ est determine. 

Dans le cas general oil le groupe de rationalite est imprimitif, on ne 
sait rien sur I'equation rationnelle A(x,j,y) = const., qui est une 
integrale premiere do Tequation (1) : on aura en particulier lous les cas 
d'abaissement consideres pour le premier ordre. 

c, — Equations dijferentielles Uneaires. 

33. Nous nous proposons d'indiquer rapidement ici comment on 
pent rattacher a la theorie generale donnee pour Tequation 

la theorie classique donnee par M. Picard pour les equations differen- 
tielles lineaires. 
Soit, parexemple, 
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{'equation aetudier. Cherchons les relations de la forme 

9 ( J?, w, a', . . . , i/f '*-*^ ) =L const., 

ou u yu"y . . ., M^"-*J designentrespectivement ^, -j-^y •••> ^-im' com- 
patibles avec Tequation 

On obtient immediatement pour <p Tequation liaeaire aux derivees 
partielles 

oil w^"^ doit etre remplace par son expression deduite de (i). II 
resulte de la que, si 94, (p^, ...,<p„designent les elements d'un systeme 
fondamental de solutions de (2), les equations 

sont compatibles avec I'equation (i) et definissent une solution de 
cette equation qui depend de n conslantes arbitraires, c'cst-a-dire la 
solution generale. 

I/etude de Tequation (r) se ramene done, a ce point de vue, a celle 
de Tequation (2). 

Nous allons profiler des resultats acquis par M. Picard pour fixer 
le groupe de rationalite de Tequation (2). II suffit, pour cela, d'ob- 
server qu'on pent definir un systeme fondamental de solutions de 
Tequation (2) de la maniere suivante : 

Exprimons que le produit ^/(w). oil v est une simple fonction de x, 
estladerivee exacte, par rapporta x, d'une fonction dew, w', ...,«("""*)• 
Une suite d'integrations par parties donnera 

d^ 
oil Ton a pose 






dx dx* ' dx' 
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Ct 



11 suffit de prendre pour ^ une solution particuliere de Vdquation 
differentielle lineaire d'ordre n 

(3) g{^) = o 

pour obtenir une solution $(//,^) = const, de Tequation (2). 

A n solutions r^, ^2, .. ., ^n formant un systemc fondamental cor- 
respondent n solutions formant egalement un systeme fondamental; 
un calcul facile le montrerait. 

La determination des elements (p,, .. ., (p;, est done rameneeacelledes 
solutions particulieres ^1, ..., (^;, de Tequation (3). Cette equation (3) 
est dite adjointe de Lagrange de T^quation (i), et Ton demontre que 
la liaison entre ces equations est reciproque; Tintegration de Tequa- 
tion (2) et celle de (3) sont done deux problemes equivalents. D'une 
maniere plus precise, les equations 

montrent que le groupe de rationalite de V equation 

^ ^ ax Ou ^at'*-*^ 

relatif aiix solutions lineaires ^i{u^v^ est identique au groupe de ratio- 
nalite G de M. Picard pour V equation lineaire 

(3) ^(^) = o; 

ce groupe est done, dans tons les cas, un groupe lineaire. Les deux 
groupes subissent d'ailleurs simultanement la meme reduction. 

34. Quand on n'impose plus aux solutions de ['equation (2) la con- 
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dition d'etre lineaires en i/, u\ ..., «('*"'), le groupe de rationalite 
de cette equation n'est plus necessairement le groupe G. II pourra 
etre un sous-groupe de Tun de ses transformes non lineaires. 

Cette circonstance se presentera toujours s'il existe des combinai- 
sons homogenes des integrales lineaires de Tequation (2) qui admet- 
tent des transformations de G. Ces integrales homogenes sont, en 
effet, determinees parun systeme incompatible avec celui qui definit 
Ics integrales lineaires. 

Ainsi, dans tons les cas ou il existe un sous-groupc de G qui admet 
des invariants homogenes en r^, Tj, ..., ^n» ces invariants, ou plutot 
ceux du groupe commun a H et a ses transformes dans G, conduiront 
a des integrales de (2) qui correspondront a un groupe plus simple 
que G. Le groupe de rationalite de (2) sera, en general, intransiiif. 

Dans le cas particulier oil le groupe G possede des invariants homo- 
genes en (>,, ('a* • •M^n» ces invariants donneront des integrales ration- 
nelles de Tequation (2). S'il y en a r fonctionnellement distincts, le 
groupe de rationality de (2) sera a (/i — r) variables et transforme 
d'un groupe lineaire a /i variables. 

On pent rattacher ces observations a deux Notes importantes de 
M. Darboux (*), dans lesquelles Teminent geometre s'est propose de 
deduire les proprietes des integrales de Tequation (2) de celles de 
Tequation differentielle lineaire (1). 

d, Systkmes complets. 

35. Les considerations qui nous ont conduit a Tint^gration logique 
de Tequation lineaire aux derivees partielles 

permettent aussi de classer les transcendantes qui satisfont simulta- 
nement a plusieurs equations lineaires, oil noussupposerons toujours, 
pour fixer les idees, les coefficients rationnels. 



( > ) Comptes rendus, 1880. 



374 J- DRACH. 

Soit un svsteme de la forme 

(I) X,(/) =r «; ^ + ai ^ -H. . . -+- a;, ^ = O (/ =: I, . . . , ^), 

oil nous supposons les equdiiions independantes , c^est-a-dire tellesqu'il 
n'existe pas d'identite 

proposons-nous d'etudier les proprietes des integrales communes aces 
^equations. 

Le nombre q ne pent etre superieur a /i; si Ton a q = n,\e deter- 
minant des a*etant different de zero, on peut conciure des equations 

donnees 

df df 

^ O, .... -rr— = O. 



La solution commune /est une constante. 

Supposons done q inferieur a n : Toute solution f commune aux 
equations 

verifie aussi Tequation lineaire du premier ordre 

X,[X,(/)]-X,[X,(/)]^o, 
qu'on ecrit simplement 

[X,(/), X*(/)]=o. 

Si parmi les equations nouvelles, qu'on deduit des equations (i) de 
cette maniere, il en est qui soient independantes des equations primi- 
tives, il faudra les leur adjoindre et recommencer les memes operations 
sur le nouveau systeme. Apres {n — q) operations au plus (*), deux 
cas peuvent se presenter : 

I" On aura au moins n equations distinctes; la solution commune 
sera une constante; 



(1) Si Tune des operations ne donne pas d'c^quation nouvelle, les suivantes n'en don- 
neront ^videmment pas. 
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2"^ On aura moins de n equations distinctes, done un systeme de 
r equations 

avec des identites 



oil les a sont des fonctions rationnelles des x, Ce systeme s'appelle 
systeme complet. 

Tout systeme equwalent a un systeme complet est encore complet. Cette 
proposition permet de remplacer tout systeme complet de m equations 
a (m-h/i) variables 07,, . ..,x„^^n par un systeme equivalent 

^^^f'^^^,-^'''^A—-^-'''^''-A^ =« (i = i,...,/n), 

oil Ton a resolu les equations par rapport a m derivees convenablement 
choisies 

— f • • • • ■ • 

dx^ dx„^ 

Sous cette forme, les expressions [X,(/), X;^(/)J sont nuUes; on 
dit que le systeme estjacobien, C'est a ces systemes que nous bornerons 
notre etude (*). 

36. Un systeme jacobien de m equations a (m-\- n) variables admet 
n solutions fonctionnellement independantes, — Cette proposition se de- 
montre exactement comme on a demontre qu'unc seule equation a 
{m 4- i) variables admettait m solutions distinctes. 

On reconnait immediatement que si /4»/2» •• **fn sont n solutions 
du systeme, pour lesquelles tons les determinants fonctionnels relatifs 
a /I des variables ne sont pas nuls; tout autre systeme de solutions 
distinctes se deduit de celui-la par une transformation ponctuelle des 
elements /|, /a, ...,//,. 

Les raisonnements deja employes montrent alors que les coeffi- 
cients a\ dusystime jacobien sont des invariants differentiels, formant un 



(*) Les g6n6ralit6s qui pr6ccdent formenl la lh(3orie classiquo des sysl6mes complels, 
due essentiellement ^ Jacobi et k Clebsch. 
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sysleme complety pour les elements /o /i, -- -t fn consideres comme fonc- 
lions des (m -h n) variables x^^ . , .^x^^ ,. .^ ^m-hn* lorsqu^on transforme 
ces elements par le groupe ponctuel general T^, 

Cela peut d'ailleurs se conclure de la remarque suivante : L'equation 

a pour solutions fy.fiy ..., /«» ^2* • • •» ^^5 eile admet done (w — i) 
solutions rationnelles et son groupe de rationalite est le groupe ponc- 
tuel general en /^/i, . ..,/„ ou Tun de ses sous-groupes, quand on 
regarde les variables x^^ ..., ^m comme des constantes. Les invariants 
differenliels du groupe r„, lorsqu'on regarde fx.f^y -' -» fn comme des 
fonctions des (/i-hi) variables x^yXj^^^, •.•»^m^-n> sont precisement 
aj, . . ., a\ d'apres la theorie des equations lineaires. 

Nous pouvons a volonte, maintenant, ou appliquer la theorie generale 
A' intdgration logique du Chapitre II, ou repeter les raisonnements faits 
dans le Chapitre III quand nous avons defini le groupe de rationalite. 
En resume, il existe un groupe F de transformations en/^,/,, ...,/i 
entierement defini par un nombre limite d'invariants rationnels par 
rapport aux / et a leurs derivees relatives aux variables ( * ) ^fru-i » • • • » 
^m^n^ ct possedant les proprietes suivantes : 

Toute fonction rationnelle des /et de leurs derivees qui peut s'ex- 
primer rationnellcment a Taide de a?^, . . ., a7;„^.„ est un invariant de F 
et s'exprime rationnellement a Taide des invariants formant le systeme 
complet et de leurs derivees. 

Tout invariant rationnel de F peut s'exprimer rationnellement en 

Les transcendantes/, ,/2, ...,/„sontdonc des fonctions, de(/n-h/i) 
variables, de meme nature que celles que nous avons etudiees; elles 
peuvent dgalement sobtenirpar Vadjonction de transcendantes atlachies 
a des groupes simples. 

II est d'ailleurs manifeste que, lorsqu'on les considere comme fonc- 



(< ) En effet, toutes les d^riv^es des /relatives aux variables xi, . • . , ^^ se calculeni 
rationnellement k Faide des d^riv^es relatives k Xm-^-u •*•} ^m-^n 6t des invariants du 
groupe Tn. 
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tions des {n -h i) variables a?,, :r,„+^, . . ., x^, eiles sont les memes que 
celies qui se presentent dans I'etude d'une equation lineaire a (/i -h i) 
variables. 

La seule difference qui apparaisse entre cette etude et celle d'une 
equation lineaire, c'est que, dans la determination du groupe de ratio- 
nalite, les invariants differentiels etant exactement les memes, il y a 
n systemes de resolvantes identiques rclatifs aux variables x^, . . ., x,i 
au lieu d'un seul. 

CONCLUSION. 

1 . La theorie generale d'integration que nous avons essaye d'esquisser 
presentedes lacunes considerables, et plusieurs d'entre elles nous ont 
paru, pour longtemps encore, au-dessus de nos forces. C'est pourquoi 
nous nous sommes resigne a presenter ce travail sous sa forme actuelle, 
bien que la disproportion entre la longueur des parties et leur impor- 
tance soit manifesto et que beaucoup de demonstrations ne soient 
qu'ebauchees. 

Nous esperons qu'une etude plus approfondie permettrait de 
defcndre le point de vue, un pen etroit au premier abord, auquel nous 
nous sommes place pour definir les fonctions derii^ables, et justifierait 
en quelque mesure les developpements considerables donnes a des 
theories elementaires. Disons tout do suite que, dans la voie purement 
formelle ou nous nous sommes engage, la theorie algebrique de la 
divisibilite et les beaux travaux de M. Dedekind sur les icieaux se pre- 
teront a une extension naturelle et que les proprietes des transcen- 
dantes que Ton pourra atteindre par cette voie sont loin d'etre aussi 
superficielles qu'on pourrait le croire a un premier examen. 

Essayons maintenant de degager quelques consequences positives 
des theories que nous avons indiquees. Si Ton considere d'abord la 
theorie des equations lineaires aux derivees partiellesou des systemes 
complets de telles equations, dont les coefficients sont rationnels, on 
voit qu'f/i general les transcendantes S|, .. ., 5„, qui en constituent un 
systime fondamental de solutions, sont des elements inseparables. 

Toute tentative faite pour determiner un ou plusieurs d'entre eux, 
sans determiner les autres, n'a de sens que dans des cas particuliers, 

Ann. de I'Ee, Normale. 3* Serie. Tome XV. — Octobri 1898. 48 
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lorsque le groupe cle rationalite correspondantest imprimitif o\x intran- 
sitif ei il nous semblc que la seule maniere reguliere de faire Tintegra- 
tion soil de determiner Ic groupe do rationalite. 

2. La meme observation s'applique aux elements qui definissent 
une integrale complete d-[xne equation non lineaire du premier ordre 
ou d*un systeme en involution. 

On sail qu'une integrale complete de Tequation 

(1) L(Z, Xiy . . . y X'n f Pi, . . . , Pn ) = ^ 

est definie par un systeme d'equations 

(2) X/(-3, J:,, . . ., J'ny Ply • • • , Pn) ^=^ Cli (' =!»•••» '0 

oil les X satisfont aux relations 

(3) [Z, X/] = o, [X/, Xa] — o. 

A tout systeme de functions X^ on pent associer des fonctions P/, 
qui s'expriment rationnellement a Taide des X/ et de leurs derivees, 
de telle sorte qu'on ait identiquement 

(4) cCL — Pi^/Xi — . . . — P,i^X„z= p{dz — p^cia:^ — . . . — p,^dxn)' 

On passe d*un systeme X,, ..., X„ dc solutions des equations (3) a 
tout autre systeme de solutions Y< , . . . , Y;, en satisfaisant simplement 
a ridentite 

(5) tfZ - P, t/X» - . . . - P„(r/X,,= (j{crL -Q,d\, -...-- QadXn ), 

mais cette identite exprime que les elements Y,, ..., Y„ dependent 
a la fois, en general, des X ct des P. Les equations (3) ne definissent 
pas les X seuls. Les elements X e/ P determines par I* identite (4) sont 
des elements inseparables; ils sont detinis a un groupe de transforma- 
tions de contact pres, qui, dans le cas general, est le groupe des trans- 
formations en Z,X,, ..., X;,, P,, ..., P,, qui n'alterent pas Z. Ce 



\ 
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groupe de transformations cl6 contact pent etre regarde, comme le 
groupe de rationalite de Tequation lineaire a (2/1 ■+- 1) variables : 

(6) [Z, <I>]=o, 

P P 

pour un choix particulier : Z, X,, .,.,X„,j^i •' it ^'^s elements 

d'un systeme fondamental. 

Lorsque Z est de la forme z -hF(x^, ..., cc„, p^, ...,/?,,), ou, d'une 
maniere generalc, lorsque I'equation dont depend p 

(7) [Z, p]=p^-p% 

admet une solution rationnelle, le groupe de rationalite est simplement 
le groupe de transformations homogfencs en X, P, defini par Tidentite 

P,^, + ...-h P„^X«=Qcnf, -+-... + Q,.^y„, 

ou Tun de ses sous-groupes (dont, comme toujours, le type seul est 
defini). 

On ne pent determiner les X seuls que si le groupe de rationalite est 
un groupe pone tuel a n variables etendu, et non un groupe irreductible 
de transformations de contact; I'equation (6) fait alors partie d'un 
systeme complet de n equations lineaires a coefficients rationnels. 

La determination d'une integrale complete d'un systeme en invo- 
lution 

conduit de meme a resoudre I'identite (4). Les elements X^^^, . .., X,,, 
Pi, ..., P„ sont encore inseparables et defmis, en general, aux transfor- 
mations pres du groupe dcs transformations de contact en Z, X^, ..., 
X„, P,, ..., P„, qui n'alterent pas Z, X^, ..., X^. 

3. Les considerations qui nous ont servi jusqu'a present trouvent 
encore leur application dans I'etude d'un probleme classique, le pro- 
hleme de Pfoff, qui, au point de vue des integrations qu'il exige, ne 
parait pas non plus avoir jamais i^te traite d'une maniere satisfaisante. 
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On saitqu'il s'agit de ramener unc forme differentieile donnee 

a Tun ou a I'autre des types 

dy — z^dy^ — ...— Zpdyp, 

oil les y et les z sont des fonclions independanles de j?, , . . . , x^- 

On determine aisement a priori celui des deux types qu'il faut 

adopter, ainsi que le nombre p. 

Cette operation faite, nous voyons qu'on passe d'une forme reduite 

a une autre en satisfaisanl a I'identite 

^Y — Z| f/Y, — ... — IjpdXp =z dy — 5, dy^ — ... — Zpdyp^ 

ou a I'identite 

Z, ^Y, -f- . . . -h ZpdXp = z^ dy^ -{- , . .-^ Zp dyp, 

Les elements Y et Z sont done en general inseparables; ils sont 
definis a un groupe de transformations de contact prcs, qui est un 
sous-groupe du groupe general a (2/7-4-1) elements ou du groupe 
homogene a ip elements, suivant le cas. Toute tentative de determi- 
nation successis^e des j ou des :; n'a de sens que dans les cas excep- 
tionnels oil le groupe considere est imprimitif ou intransitif; I'etude 
de ce groupe (dontle type seul est defini) conduit d'ailleurs a une 
methode reguliere pour determiner la transcendance des elements 
^ et s; etc. 

4. Un grand nombre d'equations du second ordre (d'une maniere 
precise toutes celles qui se ramenenl au premier ordre ou s'inte great par 
les melhodes de Monge, d' Ampere ou de M. Darboux) peuvent etre 
traitees comme celles du premier. 

Considerons, pour fixer les idees, une equation a deux variables de 
la forme de Monge 

(i) Hr4-2K5-hL/-+-M-t-N(/7 — 5')=:o, 
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oil les coefficients H, . . . , N sont des fonctions (rationnelles) de a?, 7, 
z, p, q; supposons que, les racines de Tequation 

X«-^2KX4-HL-MN = o 

etant confondues, on se trouve dans le cas oil les equations lineaires 

d\ ^ _ L ^ __^ ^__ 
^dx'^P dz ^ dp ^ dq ^^' 

dy^'^dz N dp N (^7 ~ ^ 

forment un sysfeme complet, c'est-a-dire admettent trois solutions 
distinctes. 

Si Ton designe par u, v, w ces solutions, les equations 

definissent une solution de (i) dependant de trois constantes, d'oii 
Ton peut deduire une solution qui depend de deux fonctions arbi- 
traires. La determination de w, t^, w, c'est-a-dire I'integration du sys- 
teme complet (2), est un probleme dont notre theorie donne tons les 
cas d'abaissement. Nous pouvons done classer d'une maniere precise 
toutes les transcendantes 5, dependant de trois constantes a, b, c qui 
verifient Tequation (i). 

Si Ton rappelle qu'on peut toujours associer aux elements w, r, w 
des elements p et a, tels que Ton ait 

dsv — pdu — gcIk^ = k{dz — pdx — qdy)^ 

on voit que la transformation de contact, definie par les formules 

X=:— p, ¥=— a, Z = iv — p« — ar, P = w, Q = ^', 

ramene I'equation donnee a la forme 

S« - RT = o. 
Les elements X, Y, Z, P, Q sont done definis a un groupe de trans- 
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formations de contact pres, qui n'allere pas la relation S^ — RT = o. 
Cette remarque permettrait de faire Tetudc de Tequation (i) ^An^c/e- 
ment, c'est-a-dire sans utiliser les resultals que nous avons obtenus 
sur les systemes complets. 

Pour une equation du second ordre quelconque, on ne connait jusqu'a 
present aucune classe de solutions (dependant de constantes ou de 
fonctions arbitraires) dont on puisse preciser Tindetermination, c'est- 
a-dire pour lesquelles on connaisse la nature des operations (fornnant 
necessairement un groupe) qui permettent de passer d'une solution 
de la classe a une autre solution quelconque de la meme classe. La 
recherche de ces classes est manifestement liee a celle des transforma- 
tions, portant sur ^, j, z,p, q, r, s^ /, qui changent une equation du 
second ordre donnee en une autre quelconque, par exemple en Tcqua- 
tion S = o. Mais c'est la un sujetqui n'a pas encore ete aborde. 

5. D'une maniere generale, nous avons constate que les elements 
qui se presentent dans la theorie des equations differentielles, faite au 
point de vue special auquel nous nous sommes place, sont toujours 
indissolublement lies a d'autres, dont ils no peuvent etre distingues 
algebriquement. C'est Tarbitraire qui subsiste dans leur definition 
algebrique, qui est la veritable mesure de leur transcendance. 

Nous avons vu egalement que le calcul des fonctions rationnelles de 
ces elements et de leursderiveesd'ordre quelconque, rend manifestes, 
par les transformations qu'il admet en lui-meme, leurs proprietes les 
plus importantes et donne, en particulier, pour des equations qui 
renferment des indeterminees, tons les cas possibles d'abaissement ou 
de degenerescence. 

Si Ton fait maintenant appel, pour representer les transcendantes 
que nous etudions a des developpements en serie de puissances ou a 
toute autre expression analytique qu'on pourra continuer, au sens de 
Weierstrass, on reconnaitraque ces transcendantes ne sont en general 
pas uniformes. En partant d'un point de situation generale dans le 
champ des variables et y revenant apres avoir decrit des chemins fer- 
mes quelconques, on ne retrouvera pas les developpements initiaux. 
Par exemple, pour les equations lineaires aux derivees partielles, les 
developpements des elements d'un systeme fondamental subiront une 
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transformation ponctuelie delerminee. Les transformations qu'on 
obtient ainsi forment un groupe qui sera le groupe de monodromie de 
Tequation donnee. Ce groupe est evidemment un sous-groupe du 
groupe de rationalite et il importc pour Tetudier de partir des equa- 
tions qui definissent ce dernier, en d'autres termes de n'etudier que 
des svstemes differentiels irreduclibles. Les recherches faites sur les 
equations differentielles lineaires a coefficients algebriques, four- 
niront un guide naturel pour cette etude. 

Ajoutons enfin que la methode qui nous a servi pour ebauclier la 
classification des transcendantes qui verifient des equations differen- 
tielles algebriques a une portee beaucoup plus generale. Elle s'appli- 
quera encore, sans modiiications essentielles, a V « integration logique » 
des equations aux differences Jinies, aux differences m&lees, et, en 
generaf, de toutes equations fonctionnelies, a condition de preciser con- 
venablement le domaine de rationalite ; il en resullera egalement une 
classification naturelle des transcendantes que Ton ^q\x\, de/inir alge- 
briquement de cette maniere. Mais nous en avons dit assez pour mon- 
trer que nous n'avons fait qu'effleurer un sujet tres vaste qui, nous 
Tesperons, pourra etre pendant longtemps Toccasion de recherches 
fecondes. 

Nous considerons comme un devoir de rappeler en terminant 
quelques lignes de la celebre lettre ecrite par Galois, la veille de sa 
mort(29mai i832), a son ami Auguste Chevalier. Dans cette lettre, 
comme on sait, Galois, avec une divination sans egale, n'a pas seule- 
ment donne son admirable theorie des equations algebriques; il a 
encore indique, d'une maniere extremement nette, les proprietes 
essentielles des integrates de differentielles algebriques, et ses indica- 
tions ont ete, vingt ans apres, entierement confirmees par les travaux 
memorables de Riemann et de Weierstrass. Nous serious heureux si 
notre travail pouvait appeler Tattention sur les quelques lignes qui 
terminent la lettre de Galois, et s'il pouvait etre regarde comme une 
premiere tentative d'eclaircissement de la pensee qu'elles expriment : 

« Mes principales meditations, depuis quelque temps, etaient 
dirigees sur Tapplication a I'Analyse transcendante de la theorie de 
Tambiguite. II s'agissait de voir, a priori, dans une relation enlre des 
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quantites ou fonctions transcendantes, quels echanges on pouvaitfaire, 
quelles quantites on powait substituer aux quantites donnees, sans que la 
relation pAt cesser d' avoir lieu, Cela fait reconnaitre de suite Vimpossi- 
bilite de beaucoup d' expressions que I'on pourrait chercher, Mais je n'ai 
pas le temps, et mes idees ne sont pas encore bien developpee s sur ce 
terrain qui est immense. » 



SLR LA SIMILITUDE ET LA SYMMIE 



DE DEUX COURBES OU SURFACES ALGEBRIQUES, 



Par M. S. MANGEOT. 



Soient 

les equations cartesiennes, entieres el a coefficients reels, de deux 
surfaces reelles ou imaginaires S^ , Sa, de meme ordre m superieur a 2, 
rapportees a des axes de coordonnees rectangulaires quelconques 0^, 
Oy, Oz. line meme variable, z, pourra manquer dans les deux equa- 
tions, et les resultats trouves au sujet des deux surfaces S,, S^ donne- 
ront alors des resultats concernant deux courbes planes du plan ^Oy : 
on verra sans peine les modifications a apporter aux enonces pour 
passer du cas des surfaces a celui des courbes planes. 

Je designe par ^i(oo,yyz) et <p2(^, j, 5;) les deux functions du 
second degre 

chacune des derivees qui figurent dans ces deux sommes pent se cal- 
culer immediatement a Tinspection du polynome /, (a:, y, 2) ou 
/j,(ir, J, :;) sans qu'il soit necessaire de recourir aux differentiations 
successives (*). 

(*) Si /est un polynomo enlier de degr6 m k n variables x^ y^ 2, ...,/, une d6riv6o 
quelconque d'ordre m — \ de ce polynome, telle que — ^ ^ ' — -rg a pour expres- 
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Les deux equations 

representent deux quadriques a centre F,, Fa, qui sont deux surfaces 
respectivement covariantes des deux surfaces S,, S^. Ces deux qua- 
driques sont imaginaires, a moins d'etre reduites a un plan double, 
mais leurs axes sont, dans tous les cas, des droites reelles (*). 

Tout element de symetrie : centre, axe ou plan de symetrie, que 
pent avoir la surface S, doit etre un element de symetrie de la qua- 
drique F,, et j'ai montre le parti que Ton pent tirer de cette propriete 
pour la recherche des elements de symetrie de la figure S, (^). Cette 
question n'est qu'un cas particulier du probleme suivant, que je vais 
traiter : 

Reconnaitre si les deux surfaces S,, S^ sont symetriques Tune 
de Tautre par rapport a un point, ou par rapport a une droite, 
ou par rapport a un plan, et, en cas d'aifirmative, determiner cet 
element. 

On peut d'abord ramener ce probleme a la question precedente. On 
n'a, en effet, qu'a considerer la surface qui a pour equation /^ /.^ = o. 
On cherchera si elle a un centre, ou un axe, ou un plan de symetrie, 
et, Tayant determine, il ne restera plus qu'a verifier si cet element 
remplit la condition indiquee a Fegard des deux surfaces S«, S2. 

8 ion 

a! p!Y!...o![(a-t-i)M.rH-(P-+-i)N/-+-(Y-+-i)P--^...-+-(o-Hi)Q/-+-R], 

en d^signanl par jc'jPzY. . ./S(M.r-+- Nj~h P3-4-. . .-t-Q/-+- R) la somme des termes 
de/qui contiennenl en facleur .r^jPzY. . ./5. 

(>) Dans le cas de deux courbes du plan des Jcf,fi{x,y) = o, /i(a:,/) = o, les Equa- 
tions Oi(.f,j^) = o, «pi(j^, r) = o d^finissenl deux coniques k centre Ti, Tt, imaginaires a 
moins d'etre reduites k une droite double, et dont les axes sont des droites r6elles. 

Si \] C^rtan-^"*""/" et /w ^ CJ,_, j:'»-«-*/'» sont les deux groupes formes par 

les termes de degr6s m et m — i de/i(.r,j), 9i(.r, j) est le produit do I'expression 

ft z=m — 1 

y^ CS,_|(artX -{-an+iX-h bn)^ par le carrd de i .2. . . w. 
(*) Annales de I'Ecole Normale, Janvier 1897. 
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On peut aussi, pour trailer le probleme, remplacer les deux sur- 
faces S,, Sj par leurs quadriques covariantes T^, T^; car, si S, et S^ 
sont symetriques I'une de I'autre par rapport a un element (point, 
droite ou plan), F, et T^ devront etre aussi symetriques Tune de 
Tautre par rapport a ce meme element. Or, on sait aisement resoudre 
le probleme dans le cas de deux surfaces du second ordre. Un element 
trouve par rapport auquel les deux quadriques F,, Fo soraient syme- 
triques Tune de Fautre ne remplira generalement pas cette condition 
a regard des deux surfaces S,, Sg : il faudra en faire la verification. 

D*une maniere plus generale, la recherche des conditions d'homo- 
ihctie, de similitude, d'egalite, de symetrie par rapport a un point, a 
une droite ou a un plan, de deux surfaces S,, Sa, peut etre effectuec 
au moyen de leurs quadriques covariantes F,, Fa, ainsi que je vais le 
montrer. 

Une dependance de Fune quelconque de ces six sortes entre les 
deux surfaces S,, Sj se traduit analytiquement par une relation iden- 
tique de la forme 

oil h, k, a, b, c designent des constantes convenables, et u, i^, iv les 
seconds membres des formules 

d'une substitution orthogonale particuliere. Or, si cette identitea lieu, 
on devra avoir aussi, pour les memes valeurs des constantes ^, a, />, c, 

X, UL, V, V, [Jl', V', W [Jl", V", 

(B) 9i[^('^ +■«)> A(r-h^^), A-(n'-hc)]=A'9,(j7,j, z), 

en raisondela propricte de covariance qui lie o,(ir, y, z) }^f^{x^y,z). 
Comme 9i(^, j, ^) et 92(^*7.-) sont des polynomes du second 
degre, on connait, dans chacun des six cas consideres, les valeurs de 
ces constantes qui rendent possible ridentite(B), s'il en existe. Alors, 
pour que les deux surfaces S,, Sj aient entre elles la dependance en 
question, il faudra et il suffira que, pour ces valeurs, le polynome 
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soil proportionnel a 

On connaitra, par le fail, la transformation lineaire qui permet de 
passer de I'une des surfaces S,, S2 a Tautre. 

En ce qui conccrne la similitude, la solution du probleme peut etre 
presentee de la maniere suivante. On veut savoir sous quelles condi- 
tions les deux figures S,, So (surfaces ou courbes) sont semblables, 
et deduire Tune de I'autre. D'abord les deux quadriques ou coniques 
r,, Fjdoivent etre semblables. SupposantS, liee aux axesde F,, ame- 
nons la figure F, a etre homothetique a F2 en la faisant tourner autour 
de son centre, rotation qui amene les axes de F, a etre paralleles a 
ceux de Fj. Soit S', la nouvelle position de S,. La figure homotbetique 
de S', par rapport a un centre d'homothetie des deux quadriques ou 
coniques, obtenue en prenant pour rapport d'homotbetie celui de 
celles-ci, devra coincider avec Sa ('). 

L'egalitede deux figures S,, S^ se reconnaitrait ou s'exprimerait en 
transportant les axes de F, sur ceux de F2, S, etant supposee liee aux 
axes de F,. 

Une autre solution du probleme de Tbomotbetie, plus simple que 
celle qui resulte de I'emploi des deux figures F,, F^, est donnee par la 
proposition qui suit : 

Soient, en coordonnees rectangulaires ou obliques, /, (a::, v) = o, 
/^(.r, v) = o [ou/^(x,^\ z) = o, f^{x,y, ^) = o] les equations de 
deux courbes (ou de deux surfaces) de degre m, dans lesquelles on 
suppose que les termes du /w'^"*^ degre sont les memes de part et 
d'autre. Si T, et T^ designent les deux triangles (ou les deux te- 
traedres) formes, le premier, par trois quelconques des droites 

ou par quatre quelconques des plans — ^-^^-9 K~ = o » et le se- 



(*) On voit quo si lo rapport de similitude de Fi ot F, est d6lermin6, il donnera Ic 
rapport de similitude do Si et St. 
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cond, par celles des droites 
ou ceux des plans — ' \ J: * " =^ o qui correspondent an\ 

' dx^dy^dz^ J ' * 

memcs valeurs dc a, [3 (ou de a, p, y), les deux courbes (ou les deux 
surfaces) ne peuvent etre homothetiques Tune de Tautre que par rap- 
porl au centre d'homothetie de T, et T.,, et leur rapport d'honiothelie 
ne pent etre que celui de T, et Tj. 

Si I'une des deux courbes (ou des deux surfaces) pent etre amenee 
sur Tautre par un mouvement de translation, cette translation doit 
etre egale el parallele a la droite qui joint deux sommets correspon- 
dants de T, et dc Tj. Si elles sont symetriques Tune de Tautre par rap- 
port a un point, ce ne pent etre que par rapport au milieu de cette 
droite. 

On voit, d'apres ce qui precede, que, etant donnees, par leurs equa- 
tions/, = o, /a = o, deux courbes ou deux surfaces de meme ordre, il 
est generalement possible de resoudre sans le secours des indetermi- 
nees, parde simples verifications, la question qui consiste a recon- 
naitre si ces deux figures ont entre elles telle ou telle des six depen- 
dances enumerees plus haut, designee a I'avance, et a determiner les 
constantcs qui fixent cette dependance. Je dis generalement, car il pent 
arriver que le probleme sur les deux figures F,, T^ ou T,, Ta, auquel 
j'ai ramene la question, admette une infinite de solutions, ou que les 
axes de F,, Fj, dans les cas oil leur emploi a etc indique, soient en 
nombre infini. Mais je vais faire connaitre d'autres figures analogues a 
celles-ci, que Ton pent utiliser de la meme fagon quand les axes des 
coordonnees sont rectangulaires. 

Si, dans le developpement de (.r -h y -h zy, a savoir 

on rcmplaee d^y^z^^ soit par le carre de - — ^-^4 — ' soit par son carre 

^ ^ ' r Ox'^dy^dz^ ^ 

symbolique , . . . ^ . , > /designant une fonction quelconque de .r. 
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V, ::, on oblient deux notations represenlant deux fonctions qui sont 
des covariants de/pour toute substitution orthogonale. En partant du 
polynomc /, (x, r, z), on pent ainsi, a I'aidc des operations cxprimees 
par les deux symboles 

V _Pj_ / <^P V V__P^ ^'^ f a _ . 

oil p est choisi a volonte, former des polynomes, en aussi grand 
nombre que Ton veut, qui seront tons des covariants de/, (^, j, :;). 
Soient Y^{x,y, z) I'une quelconque de cos fonctions, et Y^{x, j, z) 
la fonction analogue deduite de/2(a', r, :;) par la memo suite d'ope- 
rations. Si I'identite (A) a lieu, elle subsiste quand on y remplace 
/, (^,7, -) et/2(a;, J, z) par F,(a:,j, z) et Y^{x,y, z), sauf peut- 
etre a changer la constante h. Done on pourra, pour I'objet que Ton a 
en vue, remplacer les deux figures donnees/, = 0,/^ = o par les deux 
figures (F, ), (F2) qui ont pour equations F, = o, Fa = o, et, si celles-ci 
sont d'ordre superieur a 2 (*), par les deux figures du second ordre 
r,, Fa, relatives a (F,), (Fa), ou encore, dans les questions d'homo- 
thetie, par les deux triangles ou tetraedres T,, Tg relatifs a (F,), 

(F.)e). 

Je vais generaliser le sujet que je viens dc traiter. 

Soient /, (a?, r, z, ..., /), fii^x^y^z^ , ,.^ i) deux polynomes de 
meme degre m superieur a 2, distincts ou non, a un nombre quel- 
conque n de variables x^y^ z /; F,, Fa les deux polynomes ana- 
logues aux deux fonctions F<(;r,j, :;), Y^i^x^y^ z^ precedemment 
defmies, et 9^, 92 les deux fonctions du second degre deduites, soil de 
/,, /a, soil de F|, Fa, de la meme fagon que 9i(^, j, 2) et ^^{x,y, 5) 
Font ete de/, (^, j, 5) et de/a(.r, j, s). 

(^) Elles (loivent etre du mi^me ordre pour que la ddpendance en question ait lieu. 

(') J*ai monlr6 (/oc. cit.) comment Ton peut determiner sans I'emploi d'aucun para- 
metre auxiliaire les centres ou les axesd*une courbe plane alg6brique quelconque, et les 
centres des surfaces algebriques. En appliquant la m6thode k la courbe (ou ^ la surface) 
qui a pour Equation /j/j =0, on voit que Ton aura \k un moyen de r6soudre, dans tous 
les cas, sans Ic secours d*aucunc ind^tcrminde, le probl^me ayant pour objet de trouver 
un point ou une droite par rapport auquel ou a laquelle les deux courbes /i = o, /i= o 
seraient sym6triques Tune de Tautro (ou un point par rapport auquel les deux surfaces 
/*, = o, /2 = o seraient symdtriqucs Tune de Tautre). 
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Lcs fonclionsF,, 9, sont des covariants de/, pour toute substitu- 
tion orthogonalc. 
Des lors, si 

etant les formules d*une substitution orthogonalc homogene, on se 
propose de deternniner, pour les formes lineaires w, v, tv, ... et pour 
les constantes /c, a, 6, c, . .. ('), des valeurs telles que 

/i[l'{ii -ha), /{{v 4- b), A-((v4-c), . . . ] 

soit proportionnel a 

on n'aura a chercher ces valeurs que parmi celles qui rendraient 

(^i[k{u-\- a), A'(i^ -\- 0), k(w-h c), . . .] 

proportionnel a 

La determination de ces dernieres depend de la resolution de Tune ou 
de Tautrc des deux equations en s relatives aux deux fonctions $,, $^ 
formees par les termes du second degre de 9, et 93. Ces deux equa- 
tions doivent avoir leurs racines proportionnelles, et Tune d'elles 
suffit a faire connaitre les substitutions orthogonales 

IJ7 = X, ^' -h jjti 7' H- V, :;' 4- . . . , 
7 = ^'1 ^' -h lJ-\y 4- v; ;;' + ... , 

\ 

et 

j; = Xj cT ' -h ]Ul2 y' -+- Vj 2' 4- . . . , 

Z =i:X;^'4- [xjv'-^vj^'-h..., 



( ' ) Je lcs suppose toutes ind6lermin6es, formes et consumes, pour mo placer dans le 
cas Ic plus g6ndraL 
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qui ramenent $, et O.^ ^ leurs formes canoniques. Les formes lineaires 
w, V, w, ... auront des expressions telles ^iie 

>.', ( Xa r + A'j/ + Xj :; -h. . . ) -h |Jt', (jULs^- -+- /jl, j -+- |uLj :; -f- . . . ) -|- Vj ( v,x -h Vj/ 4- Vj :; 4-. ..)-+-... , 
X^ (X, J^ 4- >.i V4- aJ 3 -+-. . . ) 4- jJtJ ( /Jtj j:- -hfJt'j/ 4- fJtj 3 -h. . . ) 4- vj ( Vj J? -h Vj/ 4- Vj 3 4-. • . ) 4- . . . , 
• •••••• 

et les constantes P, a, 6, c, ... seront donnees par des formules du 
premier degre faciles Ji calculer a I'aide de 9,(m, i^, m^, . . .) et de 

?2(^».Vt z, .. .). 

En supposant ^ = i , on a, par ce qui precede, un moyen particulier 
de traiter la question suivante : 

Dans quels casle polynome /, (a:, j, 5, . . . , /) peut-il se transformer 
dans le polynome /^ {x, y, z, , , ,,t) par une substitution orthogonale, 
homogene ou non, et quelle doit etre cette substitution? (') 



(I) Si/2=/i, les subslitulions(2i) se confondent avec les substitutions (S|), et Ton 
devra, bien entendu, associer deux substitutions difTdrentes pour former, de la maniero 
(jue je vions d'indiquer, les expressions de u, p, «', .... 




fiTUDE DIRECTE 



DES 



INTEGRALES ABELIENNES DU GENRE UN, 



Par M. J. DOLBNIA. 



1 . La presente etude porlera sur les integrales 

r dx_ 

dx_ 

^i^x — af {^x — by i^x — cy' 

r dx^ 

J \l i^x — ay i^x — b)\x — cY 

On sail que ce sont les seules integrales abeliennes du type 

dx 



/aa 
"s/^x — ay-^x — 



b)^.,\x—cy 



dont le genre est egal a Tunite et qui pour eela appartient a la cate- 
gorie des integrales elliptiques. La reduction de ces integrales aux 
elliptiques presente aussi peu d'interet que de ditliculte. Nous nous 
sommes pose un tout autre probleme. Considerant chacune des inte- 
grates comme argument, nous allons etudier la variable x comme 
fonction de Targument donne; trouver les periodes de cet argument; 
elucider enfin les principes generaux de I'inversion de toutes les in- 
tegrates abeliennes du genre un par les fonctions elliptiques de 
Weierstrass. Considerons d'abordTintegrale 

_ r"" dx^ 

"~i M^x-ayi,x^by{x^cy 

Ann. de Vtc, /Vormale, 3* Scrie, Tome XV. — Octobre 1898. 5o 
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II est facile de voir qu^au voisinage du point 
nous aurons 

Oil fi{u) est une fonction holomorplie satisfaisant a la condition 

F,(o)p^o. 
Nous avons ensuite 

^^_ /•* dx r' dx 



Posant 



r' dx 

X y(x^ay{x-bY 






il vient 

Par consequent, 
¥2(11) est une fonction holomorphe, satisfaisant a la condition 

F,(a),)^o. 



Posons maintenant 



/ 



dx 



nous avons 

^ — C = ( « — 0), )' F, ( M ), 

F2(u) est une fonction holomorphe, satisfaisant a la condition 

Fi(w,)^o. 
Posant enfin 



X \/(x-ay(x-^by(x-c)^~ 
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nous avons 

a:=:(i/-(7)-«F4(«), 
\\m{u — 0-)iz:O, 

F,((7)7£o; 

F, (m) est une fonction holomorphe. 

L'etude que nous venons de faire demontre que x est une fonction 
monodrome de Targument u sur toute la surface deRiemann. Cette 
fonction comporte trois zeros et, comme il est facile de le dcmontrer, 
elle a trois infinis en trois points diff^rents de la surface de Riemann. 
En effet, posant 

nous voyons que x eiy sont lies par une equation de la forme 

y' — J?' -h A ^' 4- . . . -H B := o. 

Cette equation exprime une courbe dont Telement a Tinfini est 
donne par Tequation 

y* — :r* = o, 
OU 

La forme de cette equation montre que x a trois infinis de premier 
ordre dans chacun des trois feuillets de la surface de Riemann. Con- 
formementa la nature reelle des fonctions elliptiques de Weierstrass 
Tinversion de Tintegrale 



"-/ 



dx 



s'obtiendra le plus simplement dans le cas oil tous les trois infinis 

de X seront reunis en un seul point de la surface de Riemann et pour 

cela il faut transporter a Tinfini le point initial de ramification a par 

la transformation 

I 



396 J. DOLBNIA. 

L'integrale u prend alors la forme 



(I) 






Nous avons ici trois points de ramification 

a\ b\ oc. 

En developpant, nous avons 

lim;; = 0, 

F(s) est une fonction holomorphe satisfaisant a la condition 

F(o)^o. 

La fonction la plus simple de Weierstrass pour laquelle Tinfini de 

troisieme ordre est au point 

5 = 
est p' z. 

De Tequation (i) nous tirons 

(2) (^^"^(s,-.a'Y{i-b'y, 

Posons 

De Tequation differentielle (2), nous avons sans difficulte 

^ — -^ P^-^ ;; — ' 

2 2 



^i = 0' <^» 



=-(^ 



27 



■==\/''"*{^)' '■> 



II n'est pas sans interet de rechercher si la fonction trouvee pour ^ 



(*) Bulletin des Sciences mathimatiques, mai 1893. 
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satisfait aux conditions precitees. Les fonctions 

(3) 



y II V f a'-^ b' 



2 " 2 



doivent avoir les zeros triples; en d'autres termes nous devons avoir 
un developpement de la forme 

oil 



GJ 



7. y{i.-a'Y(l-^b'Y' I '^(^^a'ya-b'y 



L'equation (3) nous donne 



27 , a'- b' 

2 '^ 2 



ou 



ou bien 

En consequence, 

p*^Oj = I2pCi) p'cO == O, 
p'^Ci) z:= I2(pa)p''a) H-p'*Ci)) = I2p'*Gi) ^o. 

Prenant en consideration que 

y I /27 , a' — b'\ . V 27 ,, 

l-a!^y-^ p'o) ^— j 4- (;j - CO) -^ p^i 



(5 — CO)* 27 -^^ , (3 — co)«27 , 



V 



nous concluons 



-^p'coH 5 ^P CO 

1.2 2 ^ I .2.3 2 ^ 



5 — a' = ^ (5 — - co)'pco*^ -+-. . . . C. Q. F. u, 
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Nous demontrerons de la meme fagon I'egalite 
2. Analysons maintenant Tintegrale 






Etudiant, suivant les regies usuelles, les formes du developpementx 
en fonction de u au voisinage du point 

X — a =: o, 

nous aurons comme resultat 

X — a =z u^ F, (m), 

Ff (£/) est une fonction holomorphe satisfaisant a la condition 

F,(o)7£o. 

Posant 

dx 

z:^ 0), 



r\ dx 

J^ tj{x--ay{x^bY{x-cY 



nous aurons 



r' dx 

J, '^J{x-aY{x-by{x-^cy 

d'oii il suit que 

^ — ^» = (|| — G.))*F,(ll), 

F2(£/) est une fonction holomorphe satisfaisant a la condition 

F,(w)^o. 



Posant encore 

dx 



I 



nous voyons que 

or — cz= (m — Gj)*Fj(a), 

V^{u) est une fonction holomorphe, et 



— m, 
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Enfin posant 

dx 



I 



= 0*1 



nous trouverons facilement que 

Vji(u) est une fonction holomorphe satisfaisant a la condition 

F,((T)^0. 

^insi X est une fonction monodrome de u sur toute la surface de 
Riemann. La fonction x — b sl quatre zeros, tandis que a?— a en a 
apparemment deux. On s'assurera facilement que x — a a deux zeros 
doubles. En effet, posant 

y/(^ — ay{x — by{x — c)' =/, 

nous voyons que Telement de la courbe au voisinage du point de ra- 
mification X — a = o est exprime par Tequation 

ou 

(7--4- :r — a) ( j«— ^ 4- a) = o, 

d'ou il appert que 

est la reunion de deux points de ramification; par consequent x — a 
a deux zeros doubles, soit quatre zeros en tout. 

De meme nous n'aurons pas de difficulle a nous assurer que x com- 
porte quatre infinis simples. En vue de faciliter Tinversion au moyen 
des fonclions elliptiques de Weierstrass il faut prendre soin que les 
quatre infinis de x se Irouvent en un meme point de ramification. On 
y arrivera en transportant a Tinfini le point de ramification h au 
moyen de la transformation 

I 
X — c = — • 

y 
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L'integrale donnee sc ramenera a la forme 



-f 



Viy-a'riy-b'r 



Abordant maintenant I'etude de cette derniere integrale, nous lui 
donnerons la forme concrete 



/ 



dx 



^x^{x — ay 



Au voisinage de I'infini le developpement de a? a la forme 
ou F(:;) est une fonction holomorphe satisfaisant a la condition 

F(o)^o. 

La fonction la plus simple de Weierstrass, ayant un infmi de qua- 

trieme ordre au point 

5 = 0, 

estp'*^. C'est pourquoi, posant 

X =r cup^z 4- (3, 

nous tacherons de choisir a et p de faQon a satisfaire identiquement 
I'equation differentielle 



(gy =.«(.-«)'. 



ou, pour facilite de calcul, I'equation 






\dz J 

II est facile de s'assurer que 

/§'« = — 3 «» gz — o; 
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en consequence 



P'-=i/4p'-- lapz («). 



Posant 




a 



dx 

= 0), 



nous demontrerons que x — a comporte un developpement de la 
forme 

9(s) est une fonction holomorphe et 

9(a))7fo. 



Nous avons 



done 



Des equations 



X'=. 6p*z -H a, 
X — a=: 6p'5, 

pco= o. 



p'«z = 4p'z— 3 «p-» 
p'z = 6p*z— ^ a, 



nous tirons 



Et comme 



p'w = o, 
p^w^o. 

p5=:pc»)-!-(;; — Ci))pCi)H p^O) 



par consequent 

ps— p^O) . ..., 

done 

3 

X — a = - (z — co)*p'a) -+-.... 



C. Q. F. D 



(*) ^m//. flfej Sciences mathim., novembre 1893. 

Ann. de I'^x. Normale. 3* Sirie. Tome XV. — Novbhbri 1898. 5i 
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Posant 



y^" dx 

I , =r = rs, 

J ^ \ix^{x — aY 



nous (lemontrerons que x comporte deux zeros doubles. Nous avons 

x^ 6p*5 -h o, 

consequemment 

Prenant en consideration que 



(£L,='^*''-p'-' 



nous trouverons p'ny. Nous avons 

2 

p'*CT = ^ pw(6p'fO -f- a) HZ O, 

Comme 
done 

Par consequent 

Prenant en consideration que I'equation 

est satisfaite non seulement par 
mais aussi par 
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nous avons encore un developpement 

Ainsi X a deux zeros doubles. c, q. f. d. 

Les periodes de I'integrale 




x^{jr — ay 






seront 



djc /• djc 

2 0) m 2 I - > 2 CJ iz: 2 



/\/ 



^28 ,, ,, I 4/128 ,, ., 




3. L'integrale 

/djc 

sera ramenee a la forme 

/-N f' dx 

Demontrons que Tinversion de Targument :; peut etre directement 
operee sans avoir recours a la substitution prealable 

7 

ayant pour but de ramener tous les infinis de x en un seul point de la 
surface de Riemann. Nous avons pour ar, qui est une fonction mono- 
drome de z, le developpement de la forme 

F|(:;) est une fonction holomorphe, ct 

Ft(o)^o. 

Posant 

djc 



Jn V 
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nous avons 

F2(2) est line fonction holomorphe salisfaisant a la condition 

Developpant en serie Tintegrale au voisinage de rinfini et inversant 
cette serie, nous assurons que 

Iim(2 — Gj) zn o. 
F(5) est une fonction holomorphe, et 

On voit immediatement que x a deux infinis doubles. Le nombre 
des zeros est egal au nombre des infinis. Ainsi done nous devons 
choisir pour x une fonction de Weierstrass comportant quatre zeros 
confondus et deux infinis doubles. La plus simple fonction de ce 
genre est 

5=^2-7-^' 1 = 1,2,3. 

En vue de determiner plus commodement des invariants, nous 
prendrons en consideration ce qui suit. L'argument (5), par la trans- 
formation 

I 

J7 = - , 

y 

prend la forme 

L^un des invariants de cette integrale est 

Par suite de la transformation 

I 

y 

Targument se trouve multiplie par une certaine constante et, en vertu 
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du theoreme de Thomogeneite, les invariants recoivent aussi des 
multiplicateurs constants. Cost pourquoi, si Tinvariant g^, de (6) est 
egal a zero, Tinvariant correspondant de rargument(5) est egal a 
zero. Mais, si 



''- = o, 



Tune des quantites 
est egale a zero. Posant 



nous avons 



Si 



nous avons 



63 



^l> ^S> ^3 



e, = Ci = O, 






lims = o, 



9(5), 4^(5) sont liolomorphes; done 
/(s) est une fonction holomorphe, et 

/(o)^o. 

D'oii Ton voit que les quatrc zeros de ^, de menie que les quatre 
zeros de x se confondent au point 5 = 0. Etudions maintenant les 
infinis de ^. Nous avons 



4j)*5 — ^j 4(ps — ^f)(P- — ^3) 



Si 



alors 



p- — ^2 = 0, 



p'5=0, 



I 
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C'est pourquoi la fonction 
se developpe en la serie 

oil F|(3) est une fonction holomorpbe, satisfaisant a la condition 

£2 est une demi-periode de Targument elliptique z. Par consequent, 
au voisinage du point 

5 se developpe en serie 

$(:;) est une fonction holomorplie, et 

Ainsi ^ a un infini de second ordre pour 

z = a. 

Nous demontrerons de meme que ^ a un infini de second ordre 
pour 

oil £2, est une autre demi-periode de Targument elliptique z. 

Nous pouvons prevoir queardiflere de ^ par un facleur constant. 
Posons 

P ^ 
et choisissons a de maniere a satisfaire Tequation differentielle 



(^y^-'^-^-")'- 



Nous avons 






dx Soipzp'z 
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consequemment 



(I'oii nous tirons les deux conditions 



fr_ — _ , 



— ^'^a'a'^z^fiaS 



done 



Enfin, 



«-(!) 






a' pz a^ 



1 






1. Etudions maintenant Tintegrale 






c)' 



Au voisinage du point de ramification c nous avons le developpe 
ment 

i\(ii) est une fonction holomorphe satisfaisant a la condition 

F,(o)^o. 



Posant 

6/. ^,^===^ = &), 



/ 



il vient 

?\(m) est une fonction holomorphe satisfaisant a la condition 

F|(co) ^o. 

Repetant les raisonnements appliques deux fois dans les paragra- 
phes precedents, nous nous assurons facilement qu'au point 

M = CO 
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la fonction ;r — a a Irois zeros doubles, attendu que, au point 

X — a = o, 

sont confondus trois points de ramification. Posant 



r dx_ _^ 



nous avons 

F3(i/) est une fonction holomorphe de a satisfaisant a la condition 

F,(cj)^o. 

Comme au point 

sont confondus trois points de ramification, la fonction x — h com- 
porte, au point 

deux zeros triples. 
Posons, enfin, 

dx 



f. 



= ^; 



nous aurons 

lim(w — Si) = o; 

fk{u) est une fonction holomorphe de u satisfaisant a la condition 

F4(Q)^o. 

On comprendra facilement que, dans chacun des six feuillets de la 
surface de Riemann, a? a un infini de premier ordre. Les developpe- 
ments trouvesnous demontrent que x est une fonction monodrome de 
I'argument uayant six zeros confondus au point de ramification cet 
six infinis distincts. A Teffet de donner la plus grande simplicite a 
Texpression de x en fonctions elliptiques de Weierstrass, il con- 
vient de transformer I'integrale de faQon que les six infinis a? se con- 
fondent en un point de la surface de Riemann. II suffit pour cela de 
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transporter a TinfiDi le point de ramification c. Posant 



I 

X — C = - ) 

y 



nous ramenons I'integrale donnee a la forme 

dy 



z = 



/ 



V^(7-^«)M7-(3)* 



Si nous considerons y comme fonction de z, nous verrons que y a 
un infini de sixieme ordre ; j 4- a a trois zeros doubles ; v -i- p a deux 
zeros triples. Cette fonction doit etre du troisieme degre par rapport 
a pz\ voila pourquoi elle doit etre de la forme 

y =r kp^ z H- Ip^z 4- mpz -4- n, 

Comme 
a trois zeros doubles, cette fonction doit etre divisible par 

^{pz — ex){pz — e^){pz — e^) — lKi>^z — g^pz — g^; 

par consequent, 

y-p ^4^3^ - g^pz -gi— ^y 

Comme 
a deux zeros triples, la fonction 

y 4- (3 r= p ^/^p^z - g^pz - ^3 - ^^-y-) 

doit etre divisible parp^z; c'est pourquoi 

a— (3 (3 — a 

Ainsi 

II nous reste a determiner p que nous tirerons de Tequation diffe- 

^nn, de I* Ac. Normale. 3« Seric. Tome XV. — Notembbe 1898. 5a 
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rentielle 

et nous aurons 



y=i 



'■'i^^'^-^) 



5. II n'esl pas difficile de s'assurer que Tintegrale 



Jr v/(^ — 



p S/(^-(3)5(a:-a)* 



peut etre invertie au moyen des fonctions elliptiques de Weierstrass 
sans transformation prealable de la forme 

r 

Nous ferons cette recherche suivant Tordre precedemment etabli. 
Au voisinage du point 

X — (Xz=zO 

nous avons ie developpemcnt 
F,(3) est une fonction holomorphe, 

Fj(co)^o, 



-L 



II est clair que la fonction x — ct comporte deux zeros de troisieme 
ordre, car au point 



X — a =0 



sont confondus deux points de ramification, chacun de ceux-ci reunis- 
sant trois feuillets de la surface de Riemann. Posant 



/•• dx 



p y{x~^Y(x-»f 
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nous avons 

Fa (2) est une fonction holomorphe, 

II est clair que x a trois infinis du second ordre, car il possede a 
rinfini trois points de ramification reunissant chacun deux feuillets 
de la surface de Riemann. Enfin 

^^(z) est une fonction holomorphe, 

F3(o)^o. 

Enfin, il faut trouver une fonction de Weierstrass satisfaisant aux 
conditions trouvees, et en premier lieu nous avons au point 

5 = 
un zero de sixieme ordre. Une telle fonction doit avoir la forme 



^ — &-= ; 7—1 J* 

ap^z -h op^z -hcpz -\- a 

Cette fonction doit avoir trois infinis de second ordre, et pour cela 

il faut avoir 

^_3^ A ^ 

attendu que chaque multiplicateur 

(pz — e^), ipz — e^), ipz — e^) 

a un zero de second ordre. Par consequent, 

g2 = conformement a la remarque ci-dessus. Nous avons ensuite 

a: — a — -z — r • 



4l2 J. DOLBNIA. 

Pour que cette fonction ait deux zeros de troisieme ordre, il faut 
que 

A — ^3(P — a)=io, 
A 

II reste a tirer A de I'^quation differentielle 

Nous aurons 
par consequent, 

61 — 



x = (3-f- 



((3 -a)* 



-[^'"-•■^•j 



6. II nous reste a etudier, au moyen de la meme methode, Tinte- 

grale 

y"^ dx 
p v/(^-a)'(^-??' 

Posant 

_ r"" dx^ 

nous avons pour a? — a le developpement 

F,(s) est une fonction holomorphe, 
II est clair qu'au point 

X — a =: o 

sont confondus trois zeros de second ordre, car en ce point se trouvent 
trois points de ramification, cliacun de ceux-ci reunissant deux feuil- 
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lets de la surface de Riemann. Nous avons, de meme, 
F2( z) est une fonction holomorphe. 



Posant maintenant 



J. v/(^-«)'(^-P)^'' 



il vient 

F3(z) est une fonction holomorphe, et 

Ainsi done, a? est une fonction monodrome de I'argument z satisfai- 
sant aux conditions suivantes : i® a? — a comporte trois zeros de se- 
cond ordre; 2^ x — b comporte un zero de sixieme ordre; 3® x com- 
porte deux infinis de troisieme ordre. La fonction elliptique de 
Weierstrass ayant un zero de sixieme ordre pour z = o doit etre de la 

forme 

^_3^ A ^ 

4p'^ -^ap^z -h bpz -he' 

__ A — «(4p*^H- ap^z -h bpz -h c) 

^p^z -h ap^z -h bpz -h c 

Comme x — a a trois zeros de second ordre, le numerateur de la 
derniere formule doit etre de la forme 

A — a(4p'5 -\-ap^Z'h6pz-hc) = k{pz^ei){pz — et)(pz'-ei). 

II suit de la que 

Conformement aux conditions emises plus haut, nous avons 

^1 = 0, 
done 

6 tzio; 
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par consequent, 

A 



4p'2 + 



A — a^3 



a 






Comme a; a deux infinis de troisieme ordre, nous avons 

A — «^, = o; 



dz 4 P*^ 



II nous reste a tirer A de I'equation differentieile 



«» 



W^-^ 



:r r= -* 



4p'^ 



7. Nous avons etudie suffisamment en detail le type d'integrales 
considerees. II nous reste encore a montrer que les integrales 



r dx^ 

J y^x — a)«(^ — 6)*(x — cY 

r dx^ 

J \J{x — ay{x — byi^x — cY 

/dx 
v/(x — a)»(x — 6)*(JF — cY 
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peuvent etre soumises a Tinversion independamment d'une transfor- 
mation de la forme 



Considerons Tintegrale 



-=/ 



r 



I 

X — a = - 

y 



dx 



Mi^x — ayi^x — by^x — cY 

En vue de I'inversion de cette integrate il nous faut trouver une 
fonction de Weierstrass qui satisfasse aux conditions suivantes : 
i" Tequation a: — a = o a un zero de troisieme ordre pour s = o; 
2'* requation a: — 6 = o a un zero de troisieme ordre pour 

r^ dx 

3"* Inequation ^ — c = o a un zero de troisieme ordre pour 

4"" ^ a trois infinis distincts de premier ordre dans les trois feuillets 
de la surface de Ricmann. La fonction de Weierstrass ayant un zero 
de troisieme ordre pour 5 = a la forme 



a 
X — a-=L 



Par consequent 

X — b^=z{a — b) -. ^ > 



P'-+P + 



OL 



a — c 

Ces deux fonctions doivent avoir deux zeros de troisieme ordre : la 
premiere pour 

la seconde pour 

5 = Gy; 
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c'est pourquoi nous avons simultanement les deux systemes d'equa- 
tions 

j)'a) = 1 2f) w p'w = o, 

desquelles il ressort que : ou bien 

ou bien 
La premiere hypothese est inadmissible, car nous aurions alors 

b =zc, 

ce qui ne peut etre; done 



pc»)=:pCJ = 0, 



et alors 






On ne peut supposer que 

•^^ a — o ^ a — c 

car alors 

b=zc; 



n 
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consequemment 

- (x(2a — b — c) 
^ {a — o) {a — c) 

Nous avons ensuite 

4a(a — b) (a — c)p^z 



(x — a) {a: — b) (x — c) =: 



I/equation differentielle 
nous donne 

(x = — (a — by(a^c)\ 
27 ^ 

p- 27 

— (a — 6)*(a — c)« 

27 

a: — a = ; 

I 

p'z (a — b) {a — c) {2a — b — c) 

27 

g%=o, o»= ^ {a-'b){a — c)(b — c). 

8. D'un non moindre interel est Tinversion de I'integrale 

dx 



_ r^ dx 

""~ A 's/(x--ay(x-by{x^cr 



Nous avons vu que (j? — 6) a quatre zeros pour 

(jc — c) a quatre zeros pour 

r — a a deux zeros de second ordre pour 

enfin, x a quatre infinis de premier ordre dans les quatre feuillets de 

j4nn, de I'P.e, NormaU. 3" Serie. Tome XV. — Novbhbrb 1898. 53 
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la surface de Riemann. Posant done 

nous voyons que la premiere condition est remplie. Nous avons 

Afin de satisfaire a la seconde condition il faut avoir simultanement 

3p'T3p"0i -+- I2p'cop'0i) := O, 

p^'w 4- 8pcop'*w H- 4p'oi)p"co 7^ O. 

II s'ensuit que 

pa) = o, p'w = o, p^w^Gp^w— - ^',^o. 

Par consequent 

(7) ^^^^=0, 

Nous avons ensuile 

{b — a)p^z -f-a -+-(^ — a)S 

a? — a = ^ — ^ . 

p^z 4- P 

Afin de remplir ia troisieme condition il faut avoir simultanement 



pGjp'cjr=0, 

p'*Tn -hptsp^TS^o. 

On ne pent supposer que 

pcj = o. 
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car nous aurions alors d'un cote 



ar=.c. 



ce qui ne peut etre; d'autre part 

ce qui est impossible eu egard a I'egalite 

^3 = 0; 
c'est pourquoi 

p'CTizrO, pCJ^O, p^COT^O. 

Alors 

De deux equations (6) et (7) on ne saurait tirer les inconnues 
II faut pour cela prendre I'equation differentiellc 

qui nous donne 

(6— c)«(^ — a)* 



a = 



2» 






2' 



(a — 6)(a — c)(fe — c) 
5'.= -^ ' A'a = <>, 

x-b^ (b-c)Hb-ay 



II est clair queo; a quatre infinis distincts pour les valeurs de I'ar- 
gument qui satisfont a I'equation 



{b-ay(b -c) 
P == ii 
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9. Nous montrerons enfin la methode d'inversion de I'integrale 



=/ 



dx 



6 
c 



y{x — ay {X — by (x — cf 



II s'agit de rechercher une fonction a? de Weierstrass qui satisfassc 
aux conditions suivantes : i° la fonction {x — a) comporte trois zeros 
de second ordre pour la valeur 



=="=/ 



n 



dx 



y(x — ay(X'-bY{x — cY' 



2^ la fonction x — b comporte deux zeros de troisieme ordre pour la 

valeur 

I. 

dx 



^ 1= CO = / 



y^x — ayi^x — by(x — cy' 



3® la fonction x — c comporte un zero de sixieme ordre pour la valeur 
:; = o; 4^ a? a six infinis distincts. Posant 






nous voyons que x — c comporte un zero de sixieme ordre pour 



Nous avons 



a. 



X— b:=z{c — b) 5 

Pour que ic — 6 ait deux zeros de troisieme ordre pour s = (o, ii 
faut que nous ayons simultanement 

p5co-+-(3 4- -^^-^ =10, 
apw p'^w 4-p*a) j)''w = o, 
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d'oii il suit que 
ct alors 



X — ^ = 






p':; a effectivement deux zeros de troisieme ordre. Nous avons 



p3-j^j3^ 



c — a 

^ ^ P^^ + P 

Afin que ;r — a ait trois zeros de second ordre, nous devons avoir 



^J = 0, — -^5ZZl(3-t- 



De Tequation 



nous tirons 



4^'"'^ c-a 



^y=(x-a)M^-^)*(^-c)S 



CfL nr 



voila pourquoi 



1^= i^3^ ' 

^3— jr3i > ^j = o, 

^ ^_ (c-a)»(c-6)^ 

"" 2«.3Hp'5 — (c - afi^c — 6)'] ' 

Cette forme montre que a7comporte six infinis distincts dans les six 
feuillets de la surface de Riemann. 

10. Apres avoir traite avec tous les details convenables la question 
de Tinversion des integrales abeliennes du premier genre, nous ne 
pouvons passer sous silence les integrales elliptiques ordinaires. Les 
principes d'inversion precites s'appliquent, avec la plus grande faci- 
lite, aux integrales elliptiques et fournissent une nouvelle forme d'in- 



'i 
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version de celles-ci, laquelle a ete deja brievement indiquee par Hal 
phen (*). 

Prenons Tintegrale 



(9) 


= r 


dy 






V i7 / 

Posant 


Jn S/(7- 


-«){y i>){y 


-c){y- 


-d) 


nous avons 




y rt _ x, 







Jq sJx{x-\-a — b){X'^a — c){x -\- a — d) 

Designant maintenant 

b — a:=:Xiy c — amd?!, d — a = Xs, 

nous ecrirons 

(10) z=: 



La fonction x, au voisinage des points de ramification, a la forme 

x — z^Y^{z), 



^ — ^8 = (- — Wj)'F4(;?), 



ou 



J/^"* t 



dx 

s/x{x — Xx){X ^ x^)(x — x^) 



__ r* dx_ 

Jo \/x{x — Xx){x — 



Xt){X^Xi) 

dx 







\Jx{x — OCy){x — x^)i^x — x{) 

F,(s), Y^{z), ^3(5), F4(5)sont holomorphes, et 

F,(o)^o, F,((u)^o, F3(a),)^o, F4(a),)p^o. 
( * ) TraiU des fonctions elliptiques et de leurs applications, I. I, p. i3i ; 1886. 
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En outre, a? comporte deux infinisdistinctsde premier ordre en deux 
feuiliets de la surface de Riemann. II s'ensuitevidenrinrientque la fonc- 
tion de Weierstrass, douee de meme propriete que x, doit avoir une 
forme tres simple, 



a 

X : 



Au point 5 = 0, lafonction a? a un zero de second ordre. Nousavons 
ensuite 

Xi 
X — Xi ziz — Xi ~ • 

Pour que cette fonction ait un zero de second ordre, il faut que 

X ^ 2 

et, pour cela, il faut satisfaire a la condition 
(il) (3--=-^,. 

Etant donne que les trois differences 

«X^ ■^~" X t , X ~~~ X»f X ~^~ X % 

sont douees de proprietes identiques, nous avons encore 



(12) 



et de meme 



i 


p 


— 


OL 

X^ 




— ^2» 


\ 












\ 


p 


— 


OL 




^3» 




X 






OL 


^. » 



ps + fS 
a: — a:, = 3 — , 

a: - a^, = - ^ll^i^^\ 
^ ^ _ £i(£f--£3). 
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consequemment 

Nous determinerons Je multiplicaleur constant a au moyen de 
Tequation differentielle 



(-^) =^(x — ^,)(^ — a:j)(.r — X3)=X, 



qui nous donne 



i37j.37jJ7j 



(.3) . = - ^ 

Additionnant (i i) et (12) et remarquant que 

^1 -+- ej H- ^j = o, 

nous avons 

Q o , -^1 ^1 "+" '^1 "^3 "+" -^2 -^3 

^P H -^ =: O, 

4 

(i4) P = — ■-r(^i^j-+-^iX3H- j?,^3), 

Des equations (i i) el (12), nous tirons 



- a» 



=^(-P-e,)(-(3-e,)(-(3-e3), 



ou 



Supposant que 



nous avons 



par consequent, 



— (3=ip2o, 



« = j5'-u; 



07= , 



pz — pzo 
(i5) y = a-^ ^'^' , 

pZo=^-^[{a — b)(a — c)-^{a — b)(a — d)-h{a — c){a—d)], 
(16) p'-o= j(a — b)(a — c)(a—d). 
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En outre, 

ei — -^[(a- b){a — c)-^-(a — b){a — d)—2{a — c)(a — d)], 
e, = ±[(a-b)ia-c)+{a-c)(a-d)-.(a-bna-d)], 
^5 = — [(a— b)(a -- d)-\-{a ~ c)(a — d)—2(a — b){a — c)]. 

De ces equations on peut tirer les invariants g^a> gi en fonction des 
racines 

a, b, c, d. 

Mais on peut determiner les invariants en fonction des coefficients, 
n^ 11, du polynome 

Nous avons, evidemment, 

Par consequent, 

a etant une racine quelconque du polynome J(y), toutes les racines 

de I'equation 

J(7) = o 

satisfont a I'equation (17). C'est pourquoi le polynome 



(.8) X = [iriy)]'~!,[±r(y)]\g,[±riy)] 






est divisible par le polynome J(7). Decette condition, noustirerons g. 

Ann, de VAc, Normale. 3* Serie. Tome XV. — Novbmbib 1898. 54 



^ 



426 J. DOLBNIA. 

et gi, comme le montre le calcul suivant. Nous avons 

-4- (iSflJ-H i2a,a,— i2a}ai-i- g^)y^-\-{{ia^a^—^axa\-\- 2a,^,)/ 
4-(2aJ — aj -+-a,^,-h 2^,). 

Divisant 2A par 

7* -^ 4«i7' -+- 6a,y» -H 4 «»/ -H «^, 

nous aurons le quotient 

7«-+-2a,y-+-3a, — 2 a;, 

et le reste 

(gi — a* — 3a; -h 4«i«j )y^ -h (2aJ — aj -h a,^, -4- 2^,— 3a,a4 + 2aja4). 

Egalant ce reste a zero, nous aurons 

^, = a4-h3a; — 4a,a„ 
^3 = aj — ^t"^ a^a^ -+- 2a| aja, — aj a^, 

ce qui est conforme aux resultats connus. 
Exemple numerique. — On donne l^integrale 

^_ r dx 

J sfx^-^ Gx* -h 12 07 -+- 37 
J zz: J7* -+- 6^7* -h I 2 J: -h 37, 

y J' zz: J?' -f- 3j? -h 3, 
4 



i.r=i^^ ' 



24 



Nous avons 



2A = j:*-h9j;*-f- 12^7*4- (i5-t- ^j)^' 4- 36a: -h ( r 7 -+- ^i^i -4- 2^,). 

Divisant 2A par 

J7* 4- 6 x' -h 1 2 07 -h 37 , 

nous trouvons le quotient 

.r' 4- 3 
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et le reste 

Dela 

^1 — 4o = o, gi — 4o, 

'igl-^ gl — 94 = O, gl^'il' 

Par consequent, 

dx^ r dz 

V/ar* 4- 6^7* -h 1 2 a: -f- 37 y v^45'* — 4o5 — 27 

12. II est fort interessant d'etablir un lien entre les formules trou- 
vees et la forme bien connue d'inversion des integrales elliptiques ( * ). 
Pour ce faire, introduisons dans la formule (9), 

ce qui ne presente pas dedifBcultes. Nous donnerons, par consequent, 
au polynome du quatrieme degr^ la forme 

(/ — ^) (7 — b){y — c)(7 — ^) =7*-+- 6a,y -+- 4a,7 -f- a*; 

alors, comme on salt, 

±:y/y*^-6a,7»-+-4a3V-f-a4=z j)(w-+- r) — pM, 

(19) —pv = ci^, p'vzzza^. 

Comparant ces formules avec les suivantes 

pz^pz^ 

(20) p'^o= 7 J'(«) ==a'-4- 3a,a h- a, 

4 

qui ont ete etablies au n^ 10; ici 

J(7)=7* + ^««7*-+-4a37-+-a4; 



(*) Halphbn, TraiU des fonctions elliptiques, I. I, p. 119; 1886. 
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la valeur des invariants est la meme dans les deux cas, 
II est facile de demontrer maintenant que 
En effet, si cette egalite est exacte, nous devons avoir 






ou 

3a^ -h 6a,a — a^ 



±1 2a = 



2 ( «• 4- 3 aj a -h aj ) 



Si dans le membre gauche nous donnons a 2a le signe +, nous 
aurons 

et cette egalite est identiquement exacte; par consequent, le lieu 
cherche entre les deux formes d'inversion est trouve. 

13. La forme d'inversion precedemment trouvee nous donne la 
possibilite d'etudier facilement une transformation interessante que 
nous avons indiquee dans notre Memoire Sur les integrales pseudo-ellip' 
tiques d'Abel{^), Posons 



2 



(21) y/y*^6a,7*4-4a3/-+-a4 = v/^OO = (/' -+- 3 a, ) — p 

En chassant ici le radical et le denominateur nous aurons Tequation 
doublement quadratique 

OU 



(*) Journal de Jordan, 4* s^rie, I. VI; 1890. 
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De ces Equations, suivant un theoreme connu ('), nous tirons, sans 
difficult^, I'equation differentielle 



I 



\/Hy) s/«ie + (9«J-a4)$'-i!»a.r+4? 

Etendant a I'integrale 
les formules d'inversion trouvees au n® 10, nous avons 

p(a,^)— p(i/o)' 

Afin de trouver p'("o) i' ''^^t calculer le quart de la derivee du po- 
lynome place sous le radical et remplacer \ par zero (racine du poly- 
nome), nous aurons 

p'(«o)=--,; 

de meme 

P(«o)=-i- 

En outre, les invariants nouveaux g^, g'^ seront donnes au moyen 
des formules 

_ «l«t — «; — «l _ J. -, 
Ayant recours aux formules connues d'homogeueite, nous aurons 

(*) Halphbn, TraiU des fonctions elliptiques, 1. 11, p. 333; 1888. 
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par conA^quonl, 



£= ' 



pz — a^ 



Oil 



o'o8t-ii-(lirti 



pz — a^ 



r,= <^'^^^«) 



pZ^p{2Zo) 

Kn (UMlnitivo. nous avons le theoreme : 
Tiii-'.oR^^ME. — On donne Vintegrale 






/ ^y 

f -- - -- :- — - > 

, / V V* -H t> a, >•» 4- 4 «5.>- -H aCi 

/(fi^iif//r fournil 

>* — V. -T — *^ . 

Si /i(>ii( tmph^x^m hi subsiiuuion 

* c/yj 

f HI c/oHiir 

ks im-mrmmis ft* f%9^ mhisseM pas de changanem. 

IV <t4t^ r;ic^>n« U substitution \^aa^ fourait U duplication At Tar 
fum^nt 3:^ sans alt<mition des invariants. 




DEMONSTRATION DE LIQUATION 



i^=o. 



2 



*=i 



Par M. H. von MANGOLDT. 



(Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 22 juli 1897.) 
Communication pr6sent6e par M. H.-A. Sghwarz. 



Tradoit par M. L. LAU6EL. 



Conformement a la notation introduite par M. F. Mertens (^), dans 
ce qui suit, \^{k) d^signe une fonction de Targument k, nombre 
entier positif, qui est : 

= I, pour A = 1; 

= o, lorsque k est divisible par un nombre carre different de i ; 

= — I, lorsque k est compose d'un nombre impair de facteurs pre- 
miers differents; 

= I, lorsque k est compose d'un nombre pair de facteurs pre- 
miers differents. 

Cela etant, les premiers termes de la serie du titre, apres suppres- 
sion des termes evanouissants, sont 

I I II II I III 

2 3 5 6 7 10 II \Z ii\ 10 



( * ) Veber einige asjrmptotische Gesetze der Zahlentheorie {Journal J, d, r. u. a. Maihe^ 
matik, Bd. 77, S. 289; 1874). 
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Cette suite renferme toutes les valeurs que prend Texpression ^—^ 

pour des valeurs numeriques entieres positives de k, et cela dans Vordre 
ou elles se presentent lorsque Von remphice k successwement par tous les 
nombres de la se'rie naturelle des enliers. 

Nous demontrerons que la se'rie du litre est convergente et a pour somme 
ziro, 

Cette afBrmation a ete deja enoncee par Euler (*). Mais les raisons 
qu*en donne Euler ne sont pas suffisantes, car il ne savait pas encore 
que, dans certaines hypotheses, pour pouvoir decider si une serie 
donnee est convergente ou non, et pour trouver sa somme, on doit 
connaitre non seulement les valeurs des termes de la serie, mais 
encore I'ordre de ces termes. 

Autant que je sais, on n'a pas encore reussi a donner une demon- 
stration rigoureuse de Taffirmation d'Euler. Mais, depuis les resultats 
pleins de valeur dont MM. Hadamard (*) et de La Vallee Poussin (^) 
ont enrichi la theorie de la fonction ^(^) de Riemann, les plusgrandes 
difficultes sont levees, et il parait possible, je crois, d'arriver a une 
demonstration a Tabri d'objections : c'est le but de ce qui suit. 

1. Lorsque m designe un nombre entier positif, si Ton remplace d 
successivement par tous les diviseurs dem, on a toujours 

a I'unique exception du cas /w = i oil Ton a 



(>) Introductio in analysin infinitorum, t. 1, cap. XV, Nr. 277, exemplum I; Lau- 
sannae, 1748. 

(*) Etude sur les proprUt6$ des fonctions endures et, en particulier, d' une fonction 
considirie par Riemann {Journal de Math6matiques pures et appliqu6es, 4* s^rie, t. IX, 
p. 171-215; 1893). 

Sur les zdros de la fonction 5(f) de Riemann (Comptes rendus, I. CXXII, p. 1470- 
1473; 1896). 

Sur la distribution des ziros de la fonction T^(s) et ses consequences arithm6tiques 
{Bulletin de la Sociit^ math4matique de France, t. XXIV; 1896). 

(') Recherches anafytiques sur la theorie des nombres premiers, premiere Partie (An- 
nales de la Socidte scientifique de Bruxelles, t. XX, 2* Partie; 1896). 
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Cetle propriete fondamentale de la fonction [x s'etablit par des consi- 
derations tout a fait simples et elementaires (*) et a deja ete demon- 
tree parMobius ('^). De cette propriete resulte immediatement pour 
chaque (') valeur reelle de n qui n'estpas inferieurea i et pourchaque 
valeurde I'exposantr, Tequation suivante 



n k 






k-\ X=l 



En effet, en reunissant chaque fois, apres avoir effectue convena- 
blement les multiplications prescrites, tons les ternies oil le produit ^X 
a la meme valeur, le premier membre prend la forme 



n 



Ilv^ 2 '*(''>) 



V = l 



oil Ton doit remplacer chaque fois d^ par tous les diviseurs successifs 
de v; mais, par suite de la propriete precitee de la fonction (x, tous les 
termes de la somme etendue a v sont egaux a zero, a Texception du 
premier qui a pour valeur i . 

Maintenant, si Ton designe par \x\ le plus grand entier contenu 
en a:, on tire de (i), pour 07 = 0, Tequation donnee par M. R. Lip- 
schitz (*) 



n 






(*) Comparer P. Baciimann, Die analytische Zaiilentheorle, S. 3o8-3io; Leipzig, 1894. 
(*) Ueber eine besondere Art von Umke/trung der Reihen { Journal f, d. r. u, a. Math., 
Bd. 9, S. 108-111; i832, et Gesammelte Werke, Bd. 4» S. 595-597: Leipzig, 1887). 
(3) Pour des raisons qui se justifieront par la suite, c'est h dessein que le nombre n 

k = \ 

n'est pas soumis k la restriction d'etre un nombre entier. Par ^/(A), on devra chaque 

n 

fois entendre la somme de toutes les valours /(A), obtcnues, lorsque Ton remplace sue- 
cessivement k par tous les nombres enliers qui ne sont pas situ^s en dehors de Tin- 
tervalle (i. ../i). 
(*) Comptes renduSy vol. LXXXIX, p. 949; 1879. 
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ou, si Ton pose pourabreger 
Tequation 

n n 

Maintenant, puisque 
et, puisque la valeur absolue de la sonime de tous les autres termes ren- 

n 

fermes en V [x(^)r;t ne surpasse pas [/i] — i , on obtient 



n 



2.(*)'^ 



*=1 



1/1. 



En divisant par n, on est conduit, par suite, a la proposition sui 
vante : 

Lemmc I. — La valeur absolue de la somme 



2 

* = 1 



f^(A-) 



nest jamais superieure a i , quelle que soil la valeur de la limite de som- 
mation superieure /»(*). 

Maintenant, en second lieu, si, dans Tequation (i), Ton pose r= r, 
on obtient 

n 



(») Ce th^or^me a 6t6 d6ji d6monlr6 de la mfime facon par M. J. -P. Gram dans un 
M6moire couronn6 : Vndersdgesler angaaende Maengden af Primtal under an given 
Graense, Koponhagen, 1884 {Mimoires de VAcad4mie royale de Copenhague, 6* 86rie, 
classe des Sciences, vol. 11, p. 197-198). 
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On sail que 



n 
k 






m 



oil = 0,57721.56649... designe la constante (lite d'Euler, et oil 
o<&< I. 

Si I'on designe maintenant par B^, &2» ^3 dcs nombres dont il suffil 
de savoir qu'ils sont ^o, mais < i, on obtient d'abord, en appliquant 
le theoreme de Taylor sous sa forme la plus simple, 



'[?j='(j--)='i--H 



Mais, puisqu'on a toujours 



I n 



et, par consequent, 



n ^ in 



et que, en outre, r^< r, on pent donner a I'equation precedente la 
forme 



'[i\ = ^'^ - ^' - M 



On pent, en outre, transformer encore 

k 



On obtient ainsi 



en ^3- 
n 



k 

et, si I'on porle cette dernierc valeur en (3), il vient 

*=l A=I k=l k-l 
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En ayant alors egard au lemme I, on deduit de ce qui precfede la 
proposition suivantc : 

Lemme \\, — La valeur absolue de la difference 



n n 



ne peut jamais ilre superieure a la valeur 

3-f-C. 
quelle que soil d*ailleurs la valeur de la limile superieure n des sommes, 

2. Dans les pages suivantes, je ferai en partie usage des memes 
notions que dans mon travail, public dans le tome 114 du Journal 
de Crelle, sous le titre : Zu Riemanns Abhandlung « Ueber die Anzahl 
der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse » (*). En particulier, le 
symbole A(;r, r) a la signification indiquee page 279. 

Afin d'eviter les longueurs dans Texposilion qui pourraient pro- 
venir de ce fait que Texpression X{x, r), regardee comme fonction 
de X, prend a chaque saut brusque la valeur moyenne entre celles 
immediatement voisines, le nombre reel n, satisfaisant a la condition 
/I 5 I, sera, pour I'instant, soumis a la restriction de ne pas etre un 
enlier. Alors, de la definition de la fonction A(a:,r), resulte que pour 
chaque valeur admissible de n et pour chaque valeur de r, on a Tequa- 
tion 



(4) S^^-S^-^fFO- 



Pour la demontrer, il est seulement necessaire de transformer en 
une somme chaque terme du premier membre oil k est un nombre 



(») Un extrait do ce travail, publi6 dans les Berliner Berlchte, p. 883-896; 1894, a 
paru en frangais dans les Annales de r£cole Normale superieure, V s6rie, t. XHI; 1896. 
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compose en decomposant le facteur Ik en la somme des logarithmes 
des facteurs premiers de X\ 

Si I'on reunit alors toutes ces parties du premiermembre de Inequa- 
tion (4) qui ont comme facteur le logarilhme d'un meme nombre 
premier, alors le logarithme Ip d'un nombre premier quelconque infe- 
rieur a n sepresente chaque fois multiplic par le facteur 



n 
P 



1 y fx(A7?) 

Mais maintenant on a 
lorsque k n'est pas divisible par/? et 

lorsque A est au contraire divisible par/>. 

k 

Si Ton pose alors - = X, on pent donner a la derniere equation la 
forme 

d'oii resulte 

n n n 

P P P* 

p'- Zd k'- p'' ^ k"- p'*- Za y 

k=i k=i k=\ 

En transformant de la mememanierela deiixieme somme du second 
membre au cas oil elle ne disparait pas d'elle-meme, et en procedant 
encore ainsi tant que cela est necessaire, on arrive, apres un nombre 
fini de telles operations, a Tequation 

fi n n n^ 

_i_ Y ii(kp) ____ i_ Y ix(k) i__ Y ^(^') L y fiiAl^ .... 

pf-Zd k'- ~ p''Zd k'' p'-'- Zd k'' p^'' Zd k'' 

k=\ k-\ A=l A=l 

Mais le second membre de celte equation est exactement identique 
avec le facteur qu'acquiert Ip dans le second membre de Tequation (4) 
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lorsque, pour les expressions A f p r\ on y introduit les sommes cor- 

respondantes. L'equation (4) est ainsi demontree. 
En la multipliant par /i'', il vient 



n 



'"•Li^=-l^w(S)Xr'-) 



k=l A=I 



et, en differentiant par rapport a r, on obtient 

,s, „.Lie<|l«_2''-i^l=-iM*.^[(?)'A(r')]. 

C'est au moyen de cette Equation que I'on obtient la formule sur 
laquelle repose la demonstration que nous avons en vue. Pour y par- 
venir, dans chaque terme des sommes du second membre, on rempla- 
cera la fonction arithmetique A par son expression analytique, telle 
qu'elle est donnee par Tequation (55) de la page 292 de mon travail 
deja cite; Ton fera alors tendre r vers 1 et puis n vers Tinfini, apres 
quoi il ne restera plus qu'a effectuer quelques simplifications faciles. 

L'operation effective de ces transformations necessite quelques cal- 
culs. 

D'abord, il est avantagcux de donner a Tequation (55) precitee une 
autre forme, ce qui necessite Tempioi de quelques formules que Ton 
trouvera aux pages 279 el 284 du Memoire deja cile. 

A cet effet, nous imposerons au nombre r la restriction de n'etre ni 
egal a I, ni egal a aucun des zeros de la fonction <^(s). De la derniere 
equation de la page 279 (loc. cii.), on tire alors, en faisant ^ = o. 



dlK(r) 






dr 



Ensuite, si nous donnons h Tequation 



v=«d\ 2 3 V— I / 
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qui definit la constante C, la forme 



n = l 



et si I'on combine cette equation avec la formule precedente qui 

donne 3^— ^j on obtient 

dr 



dr r—i * ' -^ 2/i(/* H- 2/i) -^(r — 1)*4-< 

«=1 V=l 



De cette equation et de Tequation (55) (he. cit., p. 292), on tire 



.T*-'- dlZ(r) V 2(r — -J) 



— r— m 






v=l n=l v=l 



Mais maintenant, comme cela s'obtient immediatement au moyen 
des deux dernieres equations de la page 284 du Memoire deja cite, 
on a 

Wv(^, r)=;j^ ,,, '^ ^ —X ^« i ;H i -. ). 

Si Ton introduit cette derniere valeur dans la formule qui la pre- 
cede, on obtient, apres avoir multiplie par af , 

(6) xrX{x, r)=— x-^^^ 

I — r dr 



-^ Z. — : ^^ X. i ■• H i i 



V=I v=t 



C'est la la transformation de Tequation (55) {loc. cit.) que nous de- 
sirions obtenir. 

De 1 equation (6), en differentiant par rapport a r, on tire 

2* '^"''' _ » V r '^"-^ ^-«v' "I 

(r-4-2v)« "^ ^[(,.-_i_a^^-)«-^(,.-|4-a^e)«J 



V=t V = I 
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Ce qui rend cette equation remarquable, c'est que les series infinies 
du second membre sont toutes deux uniformement convergentes pour 
toutes les valeurs de x qui sont comprises dans un intervalle quel- 
conque fini dont la limite inferieure est j, et pour toutes les valeurs 
de r qui appartiennent a une region quelconque finie ne renfermant 
ni k son interieur ni sur son contour aucun zero de la fonction ^{s). 
C'est precisement pour cette raison que Ton ne pent elever aucune 
objection justifiable contre la differentiation des series qui se pre- 
sententdans Tequation (G) pratiquee par la differentiation des termes 
individuels. 

Des equations (G) et (7) on conclut maintenant 



L k-\ k^ t J 



n 



n dl^ir) /nYd-iZ(r) 



A ^* 1 



dr 






V = t V =1 



Supposons que, dans cette equation, Ton ait fait 



/• =: 14- p, 



et que Ton ait alors deyeloppe les deux membres suivant les puis- 
sances ascendantes de p. 

Puisque Ton a, comme Ton sait (*), 



C(i-hp) = 1 -f- C 4- C,p-f-C,p- -+-..., 

p 



oil C designe encore la constanle d'Euler, et C, , Cj, . . . des coefficients 



(') Comparer : A. Piltz, Ueber das Gesetz, nach welchem u. s. w., Diss., S. 6-7, 
Berlin; 1881, ou P. Bachiiann, Die analjtische Zahtentheoriey S. 468-470, Leipzig, 
1894. 
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independanls de p, dont il n'esl pas necessaire do connaitre la valeiir 
numerique dans ce qui suit, I'on aura 

/J(i 4- p) = — /p H- /(l -h Cp -h C,p'-+- . . .) 

= - /p 4- Cp -h (C, - ^0)0^-^. . . , 
— ^ — ^ = \-L -h{9.Ci — L')p 4-.. ., 

dp p 

r/^/i:(r-hp) _ JL . ^(^ _p . 



et de (8), en y egalant dans les deux membres les parties indcpen- 
dantes de p, on tire alors 



L A=t A=l J 



n 









2d{l-{. 2V) 

V = l V — 1 



-«v/-l 



n f" n n 



lxik)lA 



n t» n 



^(..C-C^ST-SfT^S"*"'" 



k=l V=I *=t 



-irad^i^<')(fr"-(TT^'i.i'-<"(j/""i 



ou, apres division par n et suppression des termes egaux de part el 
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d'autre, 
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n 



(9) 



i(M)«y fii^_ iy fi(A)(M')* 



A = l 



2^ k 






fx(A-) 



n 



+ (2C,-C')2 



2 

k = \ 



k 



\x{k)lk 



-IV-I 



A =1 



v = I Ar = l 






Mais, dans cette equation, les valours absolues des trois premiers 
lermes du second membre ne pcuvent jamais surpasscr cerlainesli- 
mites finies. 

La valeur ahsolue du premier lerme ne pcut jamais surpasser la 
limile C(3 n- C), en vertu du lemme II. 

Celle du second ne peut jamais surpasser la limite |2C, — C^|, en 
vertu du lemme I. 

Celle du troisiemc ne peut jamais surpasser la limite ^ — ^ — r,* 
puisque Ton a loujours 



v = l 



2f*(^)^ 



IV 



A^l 



< 2 '^*''< ''•'*■''= /*"'^' 



A =1 



Entin, quant au qualrieme terme du second membre de Tequa- 
tion (()), on peut demontrer la proposition suivante : 

Si I on atlribue a une const ante arbitraire positive i une valeur aussi 
petite que Von veut, ii sera toujours possible rl^assignrr au nombre n une 
limite N, telle que la valeur absolue du quatrieme terme en question so t 
inferieure a iln pour toutes les vatturs de n rerifianl la condition /; > N. 

Kn effel, puisque les parties reelles des zeros ^ it av« de la fonc- 



■^ 
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lion ^(^) ne surpassent jamais la valeur i, on a d'abord 
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=: « ( I 4- //i ) <C 2 /J . In, 



pourvu que Ton ait n > e. 

Ensuile, de la demonstration donnee par M. Hadamaid (*), que la 

a» 

serie V -j converge absoluiDcnt, il s'ensuit qu'il est loujours possible 



V = 1 



de determiner un nombre entier positif G lei que cliacune des deux 
sommes 



v = G+l 



v=C-+-l 



Roit inferieure a -*£. 



Cela ayant lieu, on a pour chaque valeur de n superieure a t. 



(lo) 



«D r* n 

2 (i-«vO' ^ 



P(/) J 



OCv' 






< 



v = i L k=\ A = l J 



^ £ /< . //I . 



En effet, dans les sommes du premier membre, la valeur absolue de 
la somme de lous ces termes oil v>G est, d'apres ce qui precede, 
inferieure a 



v = C-»-l 



in. In in. In 

-f- 7-. tt: i> 



I — «> i 



Ml 



1-4- «vl'' 



et par consequent, a fortiori, inferieure a -^tnJn. 

En disposant convenablement de n on pent maintenant aussi abaisser 
la premiere partie du second membre de Tinegalite (lo) au-dessous de 



(') Comparer lo M6moiro de M. Hadamard deja cite : Etude sitr ics propriMs, etc., 

p. 2IO k '2l3. 
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la valeur [tnJn. En effet, puisque la fonction J^(^), commc I'ont 
demontre MM. Hadamard et de la Vallee Poussin (*), ne possede pas 
de zeros dont la partie reelle est egale a i, la plus grande valeur que 
puissc prendre la partie reelle de Texprcssion 

sous la condition v$G est plus petiie que i. Si Ton designe cette valeur 
maxima par yj, on a, dans chaque terme do la sommc qui se trouve 
au commencement du second membredc Tinegalite (lo), 



k=l k-l 



et, par suite, la valeur absolue de cette somme meme, si Ton pose pour 



ahreger 



<; 



2-(ii-«v'i='^ri-t-«viiv~^' 



est plus petite que 



n 



I — n 



-M, 



el, par suite, plus petite que 
pourvu que Ton ait 



\en.ln, 



M 



I — r) 



<l£//i. 



c'est-a-dire 



m 



tl >e-<»-^'. 



Apres avoir etabli cela, on reconnait aisement que le quatrieme 
terme du second membre de Tequation (9) possede effectivement la 
propriete precedemment enoncce. Eu egard a ce fait et a ce que Ton a 
dit relativement aux trois premiers membres, il resulte de (9) apres 



(1) Foir les M6moires d^j^ cit6s. 



DEMONSTRATION d'iNE EQUATION d'eLLER. /|^|:5 



division par [/n 

Puisque la fonction dc /i, sous le signe lim dans le premier membre 
de eetle equation, varie d'une maniere continue, lorsque /i croissant 
ou decroissant d'une maniere continue passe par nne valeur nume- 
rique entiere, Ton pent des a present laisser de cote la restriction que 
n ne doit pas prendre des valeurs numeriques enlieres. 

En employant un artifice connu indique par Diriclilet, Ton ohtient 






n 



Maintenant puisque 

[/(/i + OP ' f// N, 2/(/i-4-3r)-] _ 2 l(n -h^) 



In 



ln\j ' n -\-:3 \ In n -h^ 



et que la seconde partie du second membre s'evanouit pour n crois 
sant sans limites, on peut donner, a Tequation (i i) la forme 

* \ 4=1 >=I / 

Mais maintenant, d'apres le theoreme de Taylor, on a 

[/(A-M)]«- (//:)'== -^ 4- (^.^^). (o<;J<i). 

Ensuite comme la valeur absolue de la somme 

n k 

ill {k-\-^y ' 2d \ ' 

A--1 A=l 
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ainsi que cela se reconnait en se reportant au lemme I, resle toujours 
inferieure au nombre fini 

on pourra toujours, au lieu de (12), ecrirc plus simplement 

(•3) Hm I 5^ V:^ >:^^ 1=0. 



n — « 



[n k 

7ji2d J 2d 



C'est la la formule dont nous avons precedemment parle comme 
etant la base de la demonstration que nous cherchons a etablir. 

3. Soient u la limite inferieure d'indelermination et U la limite 
superieure d*indetermination de la somme 

k 

2d-r' 

pour k augmentant sans limites. 
On conclut alors de (i3) : 

I . La limite inferieure d'indelermination u ne peut pas Stre positive. 

En effet, admettons que Ton ait w>o; on pourrail alors toujours 
determiner un nombre entier positif k^ superieur a 2, tel que pour 
chaque valeur de k satisfaisant a la condition 

ait lieu Tinegalite 



X = i 

Si Ton posait alors pour abreger 



i T 2 'X^ = *<")• 



k-\ X=i 
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on aurait pour n^ k^ I'inegalite 



n k n 



*=*o X = l * = *, 

Comme ^o=3» il s'ensuivrait que I'on aurait 

c'est-a-dire que Texpression ^A(/i), pour /laugmentant sans limites, 

(Icviendrait infiniment grande, ce qui serait en contradiction avec 
Tequalion (i3). 
Dune fagon toute pareille, on trouve que : 

II. La timite superieure d' indelermination U ne peut pas Sire negative. 

A Taide de considerations un peu plus compliquees, on trouve aussi 
que : 

III . La limite superieure d'incleterminalion U ne peul pas 6lre positive. 

Car I'hypothese U > o ne serait pas non plus compatible avec Tequa- 
tion (i3), puisqu'il s'ensuivrait que le quotient — r— ' pour des varia- 
tions de n dans Tintervalle (G. . . -h qo), pourrait toujours encore 
eprouver des oscillations qui surpasseraient une certaine constante 
positive, quelque loin que Ton fit reculer la limite inferieure G de 
rintervalle assigne. 

On reconnait cela, si Ton dispose des le commencement de quelques 
nombres que Ton pent prendre arbitrairement entre cerlaines limites 
de maniere a obtenir des formules simples, par les considerations sui- 
vantcs : 

Si U etait >o, on pourrait, comme cela resulte directement de la 
signification de U et de Tequation (I'i), apres avoir choisi arbitraire- 
ment un nombre quelconque G, superieur a e, aussi grand que I'on 
voudra, toujours trouver un nombre cntier positit'/io qui verifierait les 
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inegalites suivantes : 



(>4) 



(i5) 



(If,) 
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n. 



K(>) 



2;^'>!u. 



X = i 



A(/>o) 



< A U'. 



Mais comme, d'apres ce qui precede, m^o, il faudrait qu'il y eut des 
valeurs de n qui seraieiit > n^ et telles que Ton eut 



2 

>. = 1 






Si Ton designait alors par /i, 4- 1 la plus petite de ces valeurs, on 
aurait 

(-7) 2^<*^' 



tandis que, pour 



on aurait 



(i8) 



X = l 



n^lkln^ 



2 

). = 1 






De (i5) et (17) on tirerait par soustraction 



X = 11,-4- 1 






<-;u 



A fortiori Ton devrait avoir 



n.-HI 



2 T<-i'^- 



>. = »o + 1 



DEMONSTRATION d'uNE EQUATION d'eULER 



449 



ou 



/l,-f-l 



2 r>'.''' 



X = n„-+-1 



Mais on a 



If I -Hi 



li<f 



n^-^-l 



X = /io-»- i 



dr /I ^ -4- I 



par consequent, Ton aurait 



^0 



ou 



('9) 



WiH- I > n^e 



I" 



Maintenant, de Tequation 



A(ni) _ A(/to) __ I . 



n. 



^/«,'2 t2-x (t;?;"?;!;)^^''"^ 



k = n^-k-\ X = l 



s'ensuivrait, en ayant egard a (i8), 



A(/j,) A(/io) 



I Hi 



In^ ^ * In, ^ k 



/A: /«, — //Iq A(/io) 



Ik 



^»^/n, Zi k 



* = /io+l 



//I, /«( 



A(no) 
Inn 



et, en ayant egard a (i6), 



n 



A(/2|) A(/lo) ^ ,|T 1 '^ /^ 



//lo ' //I, -^ A: ** 



> 









a: 



dx^'^\V^ 



Hj /(/^i-4-l)-h/(/io-H) ^ nt+i 
•#«». </tf /'/tc. Normale, 3' Serie. Tome XV. — D^cehbrk 1898. 
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puis, en ayant egard a (19) 



Si 



//I I //^o no -hi ** 



> 



^4'"-<'-"i)]-^^' 



•->_HJ5_1_!_I1 LIJ2 

ot, enfin, en ayant egard a (i4) 

Done le quotient -, - ' lorsque n croit de n^h n^, augmcnterait de 

plus de a'gU-. Mais, puisquc cela est incompatible avee Tequation (i3), 
rhypothcse U > o doit elre rejetee. 

On (lemontre d'une fa<;on tout analogue que : 

IV. La limite inferieure d' indeterminalion a nepeul pasiire negative, 

Les theoremes I-IV excluent done toule possibilite autre quo 
celle-ci : 



k 



(20) lim y 



k=mi -^ A 



'^^^):=0. 



Or, c'est la precisement renonce du titre. 

4. Du resullat que nous venons d'obtenir, on obtient comine simple 
consequence la proposition suivante : 

TnKORfeME. — Pour n croissant indefiniment, la somme 

m 
k = \ 

devient injiniment petite par rapport a /i, cest-a-dire que I* on a 



"■[-I 
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Demonstration, — Si Ton pose pour abreger 

k 

^lL{\)^M{k) (X=i,2, 3, ...), 

en ajoulant que M(o) doit etre = o, on a pour cliaque valeur positive 
(le // 



n 



2^-=2[M(^)-M(A-.)]i.. 



k=\ A = 1 



d'ou Ton conclut facilement (|ue 



n n 






k=\ k=\ 



Soitmaintenantr la limitc inferieure d indelerminalion etVIa limite 
superieure d'indetormination du quotient 

M(/0 

n 4- I 

pour n croissant sans limites. On oblient alors d'abord ce resultat : 
V ne pent pas 6tie positif. 

En efTet, si le contraire avait lieu, on pourrait determiner un nombre 
enlier positif ^0 ^cl que, pourX*>^o> on aurait continuellemen^ 

A- -h I ^ 

mais alors, par suite de (22), Ton aurait pour n >► A^ I'inegalile 

y^lj) y M(A' )_ ^ V 1 + .,, 

^ = 1 A = l k = k^-hl 



n 



c'est-a-direquela somme V ^— pour n croissant sans limites devien 
drait infiniment grande, ce qui est impossible. 



Ozi trC'TiV> ^-fj ^^/ ond Ji*-a qa** : 

Eo ^ffet. •-^i 1^ t'onlrsi'ir*! krk\l Tea, on pourmil d'^l^^rd, ^pre> jiir<#']r 
f'ho'^i ktifiirk'ir^TnenX on nomhre fX^itifG. 2a><i ^r^od que i'oD too- 
4r^>U J^teruiiD^r an n'>mkre eotier* tel qo** Ton f'Ol 

ft qo*- Tod eot 

pfji^ uri nombre ^nU<er /i, t^^l qoe i'on eot simoIlameoK'nt les ioegd- 

fUs — i 

>i Ton 4e^\^nk'\l k\ors p^ir /?^ \e plo> ^ramd nombre enti^r inrprieor 
^ /?4« qui ^atifr;ai^?^ k Ik eoodition 

on kurk'ii kUjTf^ 

H^ pour toate> le> raleors de i^ qui verifiemient b condition 

'«n duniit 

Maiif. f*n kxkni e^ard ii ces ine^lites« on tirerait de ( 22 i les rt*Ia- 
tion^ sui%'ant<'s 






r , 






> _ 

>|V. 
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n 



La somme V ^^4— > pour n croissant sans limites, eprouvcrait ainsi 
k-i 
(les oscillations d'amplitude superieurc a ^V, ce qui scrait en contra- 
diction avec Tequation (20). Par consequent, Thypothesc V> o est 
inadmissible. 

D'une maniere toute pareille, on peut exclure les valeurs negatives 
des nombres V el i^. 

II ne reste done plus que la possibilite 



el, par consequent, aussi 



Iim = o 



i. M(/^) 
Iim — ^^ — =0, 



comme on Tavait alfirme. 

D'une maniere toute pareille, on obtient le theoremc plus general 
suivant qui renferme le precedent comme cas particulier. 

Si ran designe par a an exposant quelconque reel qui nest pas infe- 
rieur a — i Von a toujours 



-i'"^.?, 



(23) I ..»M ^l^i^)^'' I =0. 



En effet, si Ton pose pour abreger. 



2/x(X)X«=N(A) (/— 1,0., 3, ...), 



on a 



n n 



N(/) N(/0 



=^(='-^')2a 



(A-4-^a)''^* i/l-4-l)«-^» 

k-\ 



oil chacun des nombres &^ est compris enlre o et i, el de cette equa- 



o 
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lion Ton peut lircr des conclusions tout analogues a cellos qui onl 
ete deduites precedemment. 

De la meme maniere, on peut encore obtenir une infinite d'equa- 
tions du meme type que (23), parmi lesquelles nous metlrons en evi- 
dence seulement la suivante V 



(94) lim — 7-y/^(X)/X' = 





11 n'y a non plus aucune difficulte a etendre les resultats acquis a 
la fonction arithmetique hahituellement designee parX(i(:) et qui se 
distingue seulement de la fonction (x(A), en ce que, lorsque A' est divi- 
sible par un carre dilTerent de i, elle n'a pas la valeur o, inais la 
valeur 4- 1 ou — i, selon que k est compose d*un nombre pair ou im- 
pair de facteurs premiers. On a, en particulier. 




/l=90 ' " ^^ 



c'est-a-dire que : Pour de grandes imleurs de /?, il existe dans r inter- 
valle (1.../1), approxunativemenl autant de nombres entiers qui sunt 
composes d'un nombre pair de facleurs premiers, que de nombres qui 
sonl composes d'un nombre impair de lels facteurs. 



SUR UNE 

TRANSFORMATION DE FONCTIONS ELLIPTIQUES 

QUI CORRESPONDENT 

A UN MODULE IMAGINAIHE, 
Par M. E. LACOUR, 

MA IT RE DE CONFERENCES A l'uNIVERSITE DK NANCV. 



1. 

Si Ton a a consi«Iercr la fonclion pu dans le cas du discriminant 
negatif, c'est-a-dire la fonction pu satisfaisant a une equation difTe- 
rontielle 



(iu 



— \/ ^ (jr — ei) { X — Ci) (j: — c\ ) 



dans laquelle les conslantcs ^2, e?,, e^ sont, la prenniere reelle, Ics deux 
autres innaginaires conjuguees, il pent y avoir avantage a ramenor 
cette fonction a des fonctions elliptiques sn, en, dn, de module reel. 
On y parvicnt au moyen de la transformation suivantc (*) : 

Soit e, celle des racines imaginaires dans laquelle le coefficient de i 
est positif, nous pouvons poser 

e, — ^3== p (cos^^ -h e sini}^), p > o, 
e^— ^1= p (cos^* — e sin^'), o < ^^ < tt; 

d'autre part, Tequation dilTerentielle peut s'ecrire 

dx 



du 



2\J{x— €^){x — e^-^ €t— ex){jc — e^-^-e^— e^). 



(*) Foir IIalphen, Traits dex fonctions elliptiques, t. I, p. 8i, et Appell el Lacour, 
Principes de la th4orie des fonctions elliptiques, p. 220. 
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puis 

Dans cette equation faisons la substitution 

X — <?s = p /*, 
il vient 



I dl r\ :: : / 'i; 



ou, en posant P = sin*-* ^> 



2 



Enfin, posons 



kr^=v/'-KT^y- 



2^ 



ce qui donne 

2 ^/ dsi 



Tequation differentielle deviendra 

2^pdu 

Cela pose, prenons 
puis 

•^1 V *i sn(2wvp» 

il en resulte pour x I'expression 

[i -h cn(2//v^, /)]* 
sn*(2wv^p, /) 

qui satisfait a I'equation difTerentielle donnee. Pour voir que x est 
identique a pu^ il suffit de remarquer de plus que pour des valeurs 
de u dont le module est sufiisaminent petit, on a un developpement 
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de la forme 



x-=i -z H- Co 4- C, m' 4- Cj f/* H- . . . 



//' 



developpement dans lequel c^, c^, Ca, ... designent des coefficients 
constants. 

On a done obtenu la formule 

p et /etant definis par les egalites 

<?,— e3i=:p(cosJ;4-£sin4'), , . ^ 

] / = sin-^« 

ej— e, = p(cos4^ — isin^;), 2 

Cetle formule ramenebien la fonction pu^ dans le cas du discriminant 
negatif, a des fonctions elliptiques de module reel. 

Remarque. — Comme verification, on pourra, a Taide de la formule 
precedente, retrouver les egalites 

dans lesquelles w^ et a>!^ designent les integrales 



TC 



— I /**_ do 





It 






V^p / v/i-/'«sin«9 v'p 



. .4-' 



0), — -^ / -— ___X_____ — ___. (/^-_(,QgTJ. 



II. 

Nous venons de voir que, dans le cas du discriminant negatif, la 
fonction pu se ramene a des fonctions elliptiques de module reel 

U— sin- V Mais, d'autre part, on sait que cette fonction se ramene a 

la fonction sn {gu^ k), le module k et le multiplicateur g etant definis 
par les egalites 

A-'=- -, ^» = e,-e,. 

e\- - ez 

Ann. de VEc. Normale, 3» Serie. Tome XV. — D£cembre 1898. 08 
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En comparanl Ics deux expressions correspondantes de pu^ nous 
serons conduits a des formules de transformation, pour les fonctions 
elliptiques sn, en, dn, permettant de passer du module imaginaire k 
au module reel /. 

La substitution a efTectucr dans Tequation difTerentielle pour obtenir 
Tequation correspondant a la fonction sn de module i et de multipli- 
cateur g^ est, comme on sait, 






Les substitutions qui conduisent a la fonction sn, de module /, sont, 
nous venons de le voir. 

Si Ton elimine x el l entre ces relations, on trouve la formule 

2 sr 



- _ _VP 

'~ — p 

p 

En se reportant aux equations differentielles que doivent verifier 
s et 5, et en se rappelant que 5, s*annule en meme temps que s, on voit 
qu'on pent prendre 

5 = sn {gu, A-), Si=: sn(2wv/p, /), 

et la formule precedente deviertt 

^^sn{gu,k)(in(gu, k) 



sn(2Mv/p, /) 



_ v'p 



P 



sn 1^ 



ou bien, en changeant u en — et posant 



i? 



M :^ -2— OU 2M*=/sin'^, 
gp. ,.__ 4Msn(//,^)dn(w,A) 



r') 



4M*dn»(«, X)-^sn»(w,yt) 
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On a ainsi Tune des formules de transformation cherchees; celles 

qui donncnt la valeur de cnf^^i /] et la valeur de dnf ^> l\ s'en 

deduisent aisement, comme nous allons nous en assurer. 

Poursiinplifier I'ecriture, nous designerons, a partir de maintenant, 
par 5, c, d les fonctions elliptiques de module k et d'argument u, et par 

s^,c^,d^ les fonctious elliptiques de module / et d'argument tj- Avee 

ces notations, la formule dejk obtenue s'ecrit 



Si= -, 



msd 



4M*rf*-h5» 



Pour avoir c, au signe pres, it suffit de se servir de i'egalite 

c] = j — s]; quant au signe, il est determine par la condition de 

donner lieu a une verification qui sera expliquee dans la suite. On 

trouve ainsi 

l^Wd^'-s^ 



Ci = 



4M*^-i-5« 



Enfin, pour avoir rf, , on dilTerentie par rapport a u les deux membres 
de la formule qui donne la valeur de s^ et Ton trouve alors, apres sup- 
pression dans les deux membres d'un facteur egal a c^, 



d,= 



4M*c 



4M*flP4-*» 



11 est facile maintenant de resoudre par rapport a 5, c, rf les trois 

formules precedentes. 

On trouve d'abord 

14-C, 4MM» 



ou 



I — C^ 



(i-+-cO*__4M»^' 



et Ton a la verification annoncee plus haut, en se reportant k la valeur 
de pu et en tenant compte d'une formule connue {Formules et proposi- 
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tions de Weierstrass redigees par Schwartz, traduction Fade, p, 3o), 

savoir 

o-jw / dn(v^ei — ^3 M, k) 

— y ^1 — ^3 ^ ,- — r • 

^" %n\}Je^--€zUy k) 

Connaissant -r on aura d} et s^ en se servant de la relation 

on en deduira 
et la formule 



d — ^^^ ^ 



fera alors connaitre c sans ambiguUe. 

Nous reunissons ici les formules de transformation que nous venons 
d'obtenir : 

avee 



=:sn(M, k), 5,=:sn f j^, /j, 



k'=L ^^ = ^-r-; — j — ^, /-=sin*-*-> 2M*i=esind;, 

ei — ^3 2 1 sin 4; 2 ^ 



in. 

La transformation permettant de passer du module imaginaire k au 
module reel / pent etre definie a I'aide de relations lineaires entre les 
periodes qui correspondent a ces modules. 

Posons, comme plus haut. 



iz -n 



L= r—M=. iL'= r ^y ; 

J^ V/ 1 — /'sin* 9 J^ v/i— /'»sin*(p' 

L et iVl forment un couple de periodes primitives de la fonction a 
module reel sn (U,/). 
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On salt (voir Principes de la theorie des fonctions ellipliques, p. 21G) 
que la fonction p{u\ ^,,^3,^,) admet conime periodes primitives les 
quantites b^^ et b^^ definies par les egalites 



Wi 0), /- J 

0)1= -i (^^^p^r-.\j, 

2 2 



COj W. , r- .w f 



et Ton peut en conclure que la fonction 

,? = sn(^//, A) 

admet comme periodes primitives les quantites K et iK' definies par 
les egalites 

K = ^'c.)„ eK' = ^a)3. 

On deduitde la les relations 

K L iV 



> 



ff 2\Jp 2\fp 

8 2\Jp 2 V^p 

ou, en se rappelant qu'on a pose M = —.^-^ 

M = L + iL'; 

ces deux relations definissenl la transformation (*). Elles conduisent a 
une scconde demonstration de la formule 



sn 



/// A _ 4M sn(//, /:) dn(//, A) 
Vm' 7 ~ 4M*dn»(i/, A) -+- sn»(w, A") ** 



(') f'oir le Cours profcss6 k la Faculld des Sciences par M. Ilermile. 3* 6d., p. •>.4ji. 
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on verifie que les deux membres sont des fonctions ayant les memes 
zeros et les memes infinis; ces fonctions ne peuvent differer que par 
un facteur constant, et Ton voit que ce facteur est egal a Tunite en 

multipliant les deux membres par u et en comparant les limites des 

deux produits pour u = o. 



SUR LES EXPRESSIONS APPROCHfiES 



DUNE RACINE CARREE DE LA VARIABLE 

AU MOYEN DES FRACTIONS SIMPLES (0, 
Par M. P.-L. TCHEBYCHEF. 



Tradnit da rnsse par M. A. VASSILIEF, a Kasan. 



Dans le calcul des quadratures il est souvent indispensable de rem- 
placer les fonctions qui presentent les difficultes d'integrations par 
leurs valeurs approchees. Si cette difficulte provient d'un radical du 
second degre, on a grand avantage a employer I'expression approchee 

du radical i/- au moyen d'une fonction de la forme 

A -+" -pi ~+~ 7; ~\~ • . • ~4- 2^ J 

Ci 4- ^ ( J 4- or L,, -h 07 

qui s'obtient au moyen du premier theoreme demontre dans notre 
Memoire : Sur les questions de minima qui se rattachenl a la represen- 
tation approximative des fonctions (*). 

Quand on a en vue de diminuer autant que possible la limite de 
I'erreur relative pour toutes les valeurs de a?, de a? = i a a? = A > i , 

la meilleure representation du radical i/- par la fonction 



00 vjj "T~ OC \jfi "T" OC 



(») Memoires de I'Jcad^niic de Saint-P^tershourgy I. LXI (Appendice I); 1889. 
(*) Memoires de I'Jcdd^mie impdriale des Sciences de Sai/it-Pdtersbourg, 6* s6ric. 
{Sciences mat/idmatiques et physiques, I. VII; i858.) 
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sera celle pour laquelle les rapports 



B, . B. . . B„ ' 



Ci -t- ^ G, 4- j; ■ ■ ' C„ H- X 
B, . B, . . B„ 



> 



s'ecartent Ic moins de i entre a7 = i et ^r = A. Cette representation 

du radical i /- pent s'obtenir au moyen du theoreme en question, 
si nous I'appliquons a la deternnination des quantites 

A, iJj, iJj, •••> i»/i» vjj, Ijj, •••> vjn> 

pour lesquelles le logarithme du rapport 

\/i ^ 



A 



Ci -h or Cj -+- O? C,» H- 07 



ou du rapport 



^ . B, . B, . B, 



Ci4-^ GiH-or *'* Crt-i-o? 



v/i 



s'ecarte le moins de zero lorsque x varie de x = i h x = h. En sup- 
posant que dans Tintervalle x= i, x = h les valeurs limites de ces 
rapports sont 

nous voyons, en vertu du theoreme en question, qu'il est possible de 
rapprocher ces limites de I'unite par un changement convenable 
de 2/1 -f- 1 quantites 

A, lij, Dj, • • •, D/ij y^xf C«j, • • •, \^n 
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qui entrent dans la fonction 

A -+- 7^ h 7; h. . .-+- p; 

= y/j? ( A -h rs — 5 h -.; — h . . . -h ,-s — ^ 

dans le cas ou cette fonction de x=i a x = h atteint moins de 
2/1 -h 2 fois les valeurs limites /, y 

II s'ensuit que Tapproximalion maxima des limites A 7 a Tunite 

peut avoir lieu seulement pour les quantites A, B,, B^ B,,, C,, 

C2, . . . , C„, telles que la fonction 



y = sjx A -h Y- — ' h . . . -h r^ — - — 



atteint dans Tintervalle^ = i, a; = A au moins in -^1 fois les valeurs 

/, J sans les depasser. 

Nous allons montrer, maintenant, comment on peut, d'apres cela, 
trouver et la quantite / et la fonction y qui donnent la solution do 
notre probleme. 

2. Comme la fonction v, qui se ramene a / ou a y pour une valeur 
quelconque de x qui ne rend pas nulle -^ et qui n'est ni a; = i , ni 

X = h, dcpassera entre x ^= \^ x =A les limites /, -.^ il doit y avoir, 

depuis 07 = 1 jusqu'a a?==A, d'apres ce qui precede, au moins 
2/1-1-2 valeurs differentes de x qui verifient I'equation 

en meme temps que Tequation 



(£y'--'^(^-^)=°' 
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equations dont les premiers membres, trapres (i), serorit dcs fractions 
rationnelles de meme denominatcur 

(C,-i- ^)'» (C,-+-x)'» . . . (C„ -^x)\ 

les numerateurs etant du degre .]n -4- 2. D'apres la composition de ces 
equations on voit que leurs racines communes, distinctes de.r = i, 
.V = Adoivent etre multiples; par suite, ces equationsne peuvent avoir 
lieu simultanemcnt pour 9.n -\- 2 valeurs distinctes de xs\ elles n'ont 
pas 4^-1-2 racines communes, egales ou inegales, ce qui suppose 
leur identite puisqu'elles se ramenent a des equations du degre 
/\n-{-2. Ces equations ne peuvent etre identiques que lorsqu'on a 
Tegalitc 



\dx 



/ 



ou C est une quantite constante; on a ainsi Tequation difTerentielle 



( 2 ) v^c 



dy dx 



\^i'-y')(^-i'r-) ^^a'{i^x)(h-x) 



De toutes les functions y qui satisfont a cette equation pour des va- 
leurs quelconques /, C, il n'est pas difficile de distinguer celle qui 
donne la solution de notre probleme. Nous remarquerons pour cela 

que, d'apres (1), Tegalitc ^ = o se ramene a une equation du degre 

271 et, par suite, depuis x = o jusqu'a 07 = h-oo, la derivee y- ne pent 

s'annuler plus de in fois. Comme, d'apres ce qui precede, elle s'an- 
nule au moins in fois dans Tinlervalle a? = i, a? = A, elle ne doit pas 
s'annuler dans les intcrvalles 

a- 1= o, ^ <! I, 

quant a Tintervalle x =^ i , x r= h, elle doit s'y annuler in fois. 

Par suite, Fequation (2) donne la relation suivante, entre les 



sin Li:s i:xi»RKSsioNS approciikks d'um: uacink cauiu-k dr la vauiaule. 4^)7 



iiUegralos defames / . ■ _ — _ — , / . 



)' 



r ' dy r' d.c 

. ^ (,„ ^,) . — _ — 

/"' f/y / =---^ 



S. Cette egalite permct de calciiler aisement /d'apres le rapport des 



integrales 



./„ \'.r(i-a-)(/'-^) J, v^-^(-r-0(/'--r) 

Des divcrses formules qu'on pout employer pour cela, nous preii- 
(Irons la suivante 

27 



(i/n-i) /(J/-4-I) 






Oil 



../q y.r( I— .» I ( a — .ti 
.: ^ 



Cette formule montre avec quelle rapidite se rapprochent de Tunite 
les quantites /, -j^ quand le nombre n croit, el, par suite, avec quelle 
rapidite diminue I'erreur relative de la formule 

V ^ '^' ^ ^^^ ^" 



C| -h X C2 -^ »^* ^^/< -H -^' 



qui donne la valeur approchee du radical i/- dans Tintervalle de 
.r = I a X = /i. 
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Kn (lesiji^nanl par une quanlite comprise entre o et i, nous trou- 
vons pour la reprcsenlation de loutes les grandeurs comprises, entre / 

vl-.y la f'ormule /*^^"'; par suite, d'apres ce (|ui a ele demonlre relati- 

vement a la fonction 

r = V^r A -4- -7— — - -+- 



on obtient Tequation suivante pour la determination de la valeur du 
radical i/~ : 



i'>) 



4. Les quantites A, B,, B^, ..., B^, C,, Cj, ..., C^, qui entrent 
dans la formule (5), se deduisent aisement de Texpression de Tinte- 
grale de Tequation (2) qu'on obtient lorsque Tegalite (3) a lieu 



En mettant cette integrate sous la forme 



r-f. B, H, Bn \ 

\jr A -f- 7; h -; h . . . -^ 7^ ^— » 

nous trouvons qu'alors les quantites A, B, , Bj, . . . , B^,, C, , C^ C^ 

s*obtiennent a Taide de la fonction elliptiquc de module 



« 



k^Jx-\ et K=: r'-=iL= 



(6) "—1/ ' — T ^^ ^— f .. . =='t 



au moyen des formules suivantes : 



^ \ ^ 

1 IT ( A 2K , 4K .2/iK\' 
l\Jh\\-^iL^ii h 2 (In h. . .-f- 2 an 

\ 2/lH-I 2/^^-I 2/l-hI 

/7 , 2mK 

2 \Jh an 

1^ 2 /I -f- 1 

, , 2mK / ] TK ^ 2/iK \' 
/ sn' I -f- 2 an h ... H- 2 an ) 

2/l-+-I\ 2/l-i-I 2/1 -+-1/ 

cn- 



r — ^^^ -H' / 

^ 2mK 

sn' 

in 4- I 
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Hn remarquant que la fonction dn se reduit a i pour m = o 

el ne change pas quand m change de signe, nous pouvons mettre la 
somme 

I H- 2 an h 2an h. . .M- 2dn » 

2/l-hI 2 /I -HI 2/1 4-1 

sous la forme 

(In , 

2/1 + 1 

oil le signe V s'etend aux quantites 

mrzz^ — /J, — (/I — i), ..., — I, o, I, ..., n — I, n. 

Par suite, nous aurons 

2 \/n (In 



I p. 2/l-f- 1 

, /7 V^ , 2 /?i K '" , , 2 /n K v^ , 2 /?? K 

/ V /i > (in / sn* > dn 

^^ 2 /^ 4- » 2 /I -h I .^rf 2 /? -hi 



et 



/7 ^ 3/wK 
T^ 2 v A dn 

B,„ 2/14-1 



(.,„4-j:^ , .2/wKv^, 2/wK ,2/nK 
/sn* > dn en* 

2/14-1 ^^ 2/14-1 2/14-1 



sn* 



2/wK 



h 4- J' 



2 dn 



2/14-1 
2/?lK 



2/14-1 v^ 



2/wK ,2/nK , .2/wK 



/ > dn .r sir h A 

-^J 2/14-1 2/14-1 



4-1 2/14-1 

Comme I'expression 

2/nK 

dn ,7- 

2/14-1 V A 



, V^ , 2/nK . 2/nK , . 2/wK 
/ > dn x sn* h A en' 

^^td 2/14-1 2/14-1 2/14-1 



se ramene, pour m = o, a 



^ .^ 2/1 -h I 
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c'est-a-dire a A et ne change pas quand m change de signe, cette ex 
pression, sommee relativement a m pour Ics valeurs de m, 

ni ^=: — n, — {n — i ), . . . , — i , o, i , . . . , n — i , n 

donne Texpression de la sommc 



Done, Tegalite (5) donne la formule suivante pour la determination 
de la valeur du radical 



\/ 



X 



lorsqiie x ne depasse pas les limites a? = i , ^ == A 



1 




fj , 2//jK 

\Jh (in 

^ 2n -hi 




X sn' 


2mK 

2/1 -\- I 


-^ /< en' 


2m K 

2/2 4-1 



V- /.o y d„ Jii!iJL 

^^ 2/1-1-1 



5. II n'est pas difficile de deduire de I'egalite obtenue une formule 
qui donne les valeurs limites de I'integrale 



J v/ V 



du. 



au moyen des integrales qui contiennent la fonction V hors du signe 

du radical. II est necessaire pour cela que les fonctions U et V restent 

positives pour toutes les valeurs de la variable //, auxquelles s'etend 

rintegration. 

En designant par 

M, Mo < M 

les limites que la fonction V ne depasse pas, nous remarquons que 

I'expression ^ restera dans les limites i, v|- et, par consequent, dans 

M ° 

les limites i, A, si A dcisigne -rr- 

31 
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On voil (les lors que pour les valeurs de U auxquellos s'etond Tin- 
(Pirrale 






f 



Tegalitc (7) sora applicable a x = ^,-> si nous prenons 

En suhslituant ces valeurs dc r et de h dans I'egalile (7), nous 
oblenons 



V^MoMdn 

^ '?. n -f- I 



s/V- 



\ sii' f- M en' 



iM„ in -\- \ in ->r\ 

9s m K 



J 



/2O 



7 fin 



I't, en divisant par \/iVI„, 

\'M cln - 

1 



•in -HI 



v/|= 



\ sn* h M en' 



in -h I in -h I 



2m K 






Comme on a suppose que pour les valeurs de w, auxquelles s'etond 



I'integrale 

• U (in 



J 



v/v 



la fonction U reste positive, on obtient de cette egalite, oil reste une 
quantite indeterminee comprise entre o et i, 




^/Mdn-^^^U^// 

2/1 -h I 



,, , 2mK -- . 2/?iK 

/,. , , Vsn' hMcn- 

V an , / 2 /I -h I 2 « -f- 1 

~V^~ /.9 y cin ^^•^ 

'M 2/1+1 
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Cotte formule a ete obtcnuc dans I'liypotliese 

on aura, par consequent, d'apres (6), 

Cela nous donne une relation entre les valeurs M, iMo que nc doit 
depasser la fonction V dans les liniites de I'integration et le module k 
qui figure dans la formule (8) et Tequation (4). 

En designanl, pour abreger. 



sn par .v,,,, 

2 /i -h I 



nous obtenons 



2/nK / ;- , 2mK / r^— - 

en z=z\^ I— si. ; (In = V ' — ^ S^t 

2W-I-1 ^ "* 2/H-I ^ '" 



7 (In = I -h 2v/i — k^s]-k- 2v'i — A:''5!4-. . .-t- 2v/i — A:* 5* 



d'oii, en posant 

(lo) S =: 1 -4- 2 v^i — k^s\-\- 2 y/i — A:*5j -+-...-+- 2 v^i — Ar*sJ, 

el 

(n) ].(,) = _^^_ j^^^^____, 

nous aurons, d'apres I'egalile (8), 

(12) /^lL|l^J-JF(o)-h2F(50-^2F(.,)4-...4-2F(5„)]. 

La quantite etant comprise entre o et i, cette egalite nous donne 
pour :r^ o, = 1 les deux valeurs limites suivantes de I'integrale 

— du : 

v/v 

r^ > [F(o) + a F(*,) + a F(s,) + . . .+ a F(*„)], 



/ 



~- i Y* [F(o) + a F(5,) + a F(*,) H- . . .+ a F(*„ )], 



•^I 



i I 
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oil / est une quantite definie par Tequation (4) qui montre par sa 
composition que / s'approche rapidement de i quand Ic nombre n 
croit. 

6. Passant aux applications des formules trouvees, nous commen- 
Qons par le cas ou U == i, V = i — X^sin^w, X etant moindre que i. 
En prenant o pour limite inferieure de Tintegrale 



; r U da 



r^ii _ r du 

J sjy ~ J \/i-X'sin'// 



nous trouvons que le maximum de la fonction 

V — I — X* sin-M 

dans les limites de Tintegration est i ; done, conformement a notre 
notation, on pent prendre M — i. Pourcette valeurde M Tequation (9) 

donne 

Mo=i-A-S 

oil Mo est, pour la quantite 

la limite inferieure, a laquelle est applicable la formule (12). Comme 
la fonction V ne doit pas depasser la limite M pour toutes les valeurs 
de // auxquelles s'etend I'integrale 



f 



du 



\J \ — V^ sin*a 



on doit avoir, pour toutes ces valeurs de w, 

J I — X*sin»i/^ I — A* 

et, par consequent, 

sm//5^' 

■r ' '■ 

* 

' Si X2 A, cette condition, evidemment, sera remplie pour toute valeur 

\ reelle de u\ par consequent, dans le casX^^, on pourra appliquer a 

r Ann. de Vtc, Normale. y Serie. Tome XV. — D£cbmbrb 1898. 60 
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I'integrale 

p da 

la formule (12) quelque grand que soil u. Mais, dans le cas X>^% 
cette condition ne sera satisfaite que pour Ics valours de u qui ne sur- 

passent pas arc sin j\ par consequent, dans ce cas, nos formules nc 

seront applicables a Tintegrale 



/ 



du 



^ y/i — X* sin*// 

que moyennant la condition 



wlarcsin-r 



k 



En substituant dans la formule (1 j), 

et en prenant zero pour limitc inferieure d'integration, nous trouvons 
que dans le cas considere 



p, _ v/t-A:'5» r" du 

^KS)— g J^ (i_x»sin«a)5*H-i — .?* 

= — arnlang(\/i — /*5* lang//^. 

S v'i — X*5* 

A I'aide de cette fonction et des quantites 

qui (n*' 5) sont determinees par la fonction elliptique de module k, 
nous obtenons, d'apres (12), Tequation qui donne les valeurs limites 
de rintegrale 

du 



I 



^ V^i — X* sill*//* 

qui se rapprochent rapidement Tunc de I'autre quand le nombre n 
croit. 
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7. Dans le cas particulier 

nous obtenons q = e~'^, et, par consequent, Tequation (4)» qui deter- 
mine la quahtite / pour les differentes valeurs de n, se ramene a 
Tequation 

,.^_^,,^ / l -4- g-(Wl4-2)ff4_ g-(ll/li-6)7t_^.^ , ; 
\^I _^-^-(««^-I)7l_^g-(6/t4-3)ir_^ _ 



/*=:l — l6e-( 



Celte equation, pour /i = i , 2, . . . , donne 

/* = 0,9993549, 
/^ 1=0,9999988, 



On voit, des lors, avec quelle rapidite se rapprochent Tune de 
I'autre, lorsque le nombre n croit, les valeurs limites de Tintegrale 



r'' du 

,1 V^i — X*sin»M 



donnees par la formule (12). 

En posant dans celte formule n = i, nous obtenons 



du I 



Comme pour^= i/-> /i = i I'equation qui determine S revient a 
Tegalite 

2 k 

et sn -^ = s^ est egal a 0,9002226^ nous obtenons 

S ^= 2,5424652, 



'^ 
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et, par consequent, d'apres (ii), pour k— \/-' H vient 



4 / I 5' arclang(v^i — X^5^ langw) 

F(*)=V 2 



2 , 542465^ V^ I — X* 5* 

£n faisant alors 

5 = 0, 5 = 5| =:- 0,9002226, 

nous obtenons 

F(o) = 0,3933 195 «/, 

o,3o334o2 arclang {\] \ — 0,8104007 X* tangi/) 



F(5,) 



V^i — 0,8 1 04007 X* 



ce qui donne, apres la substitution dans Tegalite (12), la formule 

/n , 

v/'-^^sin'./ 

I r „ 35 ^ 0,6066804 arc tang (y/ 1 — 0,8 1 04007 X* tang I/) 1 
^1^0,9 19 //4- 7T^^8'7^4^7X^ J' 

En posant /i = 2, nous trouvons que, dans Ic cas considere, Tega- 
lite (12) se ramene a la suivante 

/ J -.\} ' » ~~ ~ J^ I ^" "^ iT; ^^^ ^^"^(^1 ^^"g "^ "^ n; ^^^ lang(R« lang/O , 

oil 

A := o , 2360679, B| = 0,4188060, Bjm o, 3451258, 

,r=Ry/i — 0,4262987 X*, Rjt^y/i — o,93i3i3oX'. 

Les formules semblables relatives a I'integrale 

'" I -f-/? sin*// du 






.:nt 



-+-7Sin"i/ y/rrx*sin*// 



se deduisentde Tegalite (12) en faisant 



;i r»2 



iJ — — :—r- ) \ = I — X* sin* a. 
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8. En mettant dans I'egalite (12), a la place de U et V, differentes 
fondions, nous obtenons les formules qui donnent les valeurs limites 
des integrales de la forme 



\]du 



dont le calcul presente souvent de grandes difficuites. 
Ainsi, en posant 

V = i — l* sin*w, U =<I>(langM), 

ouO(tangw) est une fonction qui reste positive dans les limites de 
rintegration, nous obtenons 

— -^ ,, . - du ^ TfA^i^) -+- 2 F(^i) -+- 2 F(5j) 4-. . .4- 2 F(.9„)], 



ou 



Ces formules, d'apres la remarque du n"" 6, auront lieu pour toulc 
valeur de w, si Xf X*. 

En supposant que cette condition est remplie et en prenant - pour 

limite superieure d*integration, nous deduisons de ces formules 



ir 






) -f- 2 F(5i) 4- 2 F(5,) -h . . . H- 2 ¥{Sn)], 



TZ 



S^ Jo »->''^*sin'«' 

En posant dans la demiere integrale tanga — :;, nous trouvons 
qu'elle se transforme en Tintegrale / _^.," ; par consequent, 
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Tegalite (ii), qui determine la fonction F(^) dans le cas considere, se 



ramene a 






On voit des lors que la formule, obtenue pour la determination de 
rintegrale 



/ 



v/i — X*sin*// 



ne contiendra que les integrales de la forme 

X i-f-(i-X«5')5*' 

integrales dont Texpression est connue pour quclques valeurs partieu 
lieres de la fonction $(5). Ainsi, dans le cas 

^{z) = zP-\ o<p<i, 

nous obtenons 



r* 4^(z)dz __ r* zp-'dz __ 



et, par consequent, en determinant Tintegrale 



IT 2E 



71 



2 sin ^(i — X»5')« 
2 



/» ^{iSingu)du __ r^ ta 

d'apres (12) on aura 

t:\Ji — k^s^ 



— X*siii*tt 



F(^) = 



2sin^(i — X's')»S 
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par consequent, elle donne 



d'oii, en substituant la valeur de S d'apres (lo), nous obtenons 



- TT I-f- 2 



/ 1 — k^s\ ' I x — k'&n 

jj V^i — X^sin'M /lOginZi^ I -I- 2 v^i — A**5f -h . . . -I- 2 v'l — k^s\ 

2 

Dans le cas particulier oil le module k est pris egal a i/- et n egal 
a I, cette egalite, apres la substitution de la valeur 

5, = sn -5- =0,9002226, 
donne comme determination de Tintegrale 



/ 



7C 

' tang''"' udu 



\j\ — X* sin'// 



pourX^i/- la formule suivante 



I 

— TT 

2 r o 00 - o,6o668o5 

" 0933 1 Qj ■ 





/iOsin^[ (I- 0,810404007 X 



ou 

En posant /i = 2 pour la meme valeur du module k, nous obtenons 
comme determination de I'integrale 
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dans ie cas "k^iZ-y la formule suivante 



I 

- t: 

2 



/'« sin ^ 



0,2860679 



0,4188060 



(! — 0,4^6^987 



o, 3451258 1 

— ? + -p[ 

Ity (i — o,93i3i3o>')»J 



ou 



^=0,9999988. 
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